1 | Zykelzerlegung

Zerlegen Sie folgende Permutationen in Zykel und berechnen Sie jeweils das Signum! Geben Sie
auBerdem die inversen Permutationen a=!, 3~ und 4~ ! an!
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Tipp fir (b-d): Zeigen Sie zundchst, dass fiir jedes Element y einer Gruppe (G,x) die durch
x> xxy und x> yx*xx definierten Abbildungen G — G Bijektionen sind. Dann folgt, dass in der
Verkniipfungstabelle in jeder Zeile jedes Element von G genau einmal auftritt, und dass auch in jeder
Spalte jedes Element von G genau einmal auftritt.
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(b) Jede Gruppe mit zwei Elementen ist isomorph zu Z/2Z.
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(c) Jede Gruppe mit drei Elementen ist isomorph zu Z/ 3Z.
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(d) Ist die Gruppe Z/4Z isomorph zu Z /27 x 7./277
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(a) Zeigen Sie, dass die Teilmenge Z[i] = {a +ib € C | a,b € Z} einen Unterring der komplexen
Zahlen C definiert. Das heifit im Einzelnen: Z[i] definiert eine Untergruppe von (C,+), die
Multiplikation von C léasst sich auf Z[i| einschrénken, und Z[i| enthélt das neutrale Element 1
der Multiplikation.
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(b) Zeigen Sie, dass eine Zahl z € Z[i] genau dann in Z[i] eine Einheit, also invertierbar beziiglich
der Multiplikation, ist, wenn ||z|| = 1 ist.
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(¢) Wie viele Einheiten gibt es in Z[i]? Zu welcher aus der Vorlesung bekannten Gruppe ist die
Einheitengruppe (Z[i])* isomorph?
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Zu je zwei teilerfremden Zahlen n,m € Z \ {0} existieren Koeffizienten z,y € Z, fir die gilt:
rm+yn =1

Schritt 1: Es gibt eine Abbildung Z/nZ x Z/mZ — Z/(nm)Z, die ([z], [y]) auf [xm + yn] abbildet.
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Schritt 2: Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismﬁs.
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Schritt 3: Sie ist fiir teilerfremde m, n injektiv.
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Schritt 4: Sie definiert fiir teilerfremde m, n sogar einen Gruppenisomorphismus.
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Wieso folgt nun die Behauptung?
Seitn v Ryl P, £ wie obe.
Da f  sayrbte 198, dxy e Z wit
F(Cx3,Cy0) = C1I,
also (xwr+ yu) =C1I.
Des Geofewtat:
X+ yaq =T 4+ K fur oy Ke Z
(o 2e0- (x—kk)'vv\ + yu= 1.

Beispiel: wn= 12 = 72
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