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Homologische Algebra
Blatt 1

Die Abgabe der Blitter ist nicht gefordert. Losungen der Aufgaben werden in der Ubung besprochen.

1 | Stehgreiffragen: Kategorien und Funktoren
Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Wie viele verschiedene! Kategorien mit 3 Objekten und 4 Morphismen gibt es?

(b) Gibt es eine Kategorie C mit zwei Objekten A, B und 5 Morphismen, sodass |[Hom¢(A, B)| =1
und |Home (B, A)| = 27

(c) Sei X ein topologischer Raum. Definiere Open(X) durch:

Objekte: offene Teilmengen U C X

Morphismen: Inklusionen, d.h. Homgpen(x) (U, V') enthélt genau dann ein Element, wenn U C V
und ist sonst leer.

Definiert Open(X) eine Kategorie?
(d) Sei n € N. Definiere Set,, durch:

Objekte: Mengen mit héchstens n Elementen
Morphismen: Abbildungen von Mengen

Definiert Set,, eine Kategorie? Was ist wenn < durch > oder = ersetzt wird?
(e) Definiere Setnon-const durch:

Objekte: Mengen mit mindestens 2 Elementen
Morphismen: Nicht-konstante Abbildungen von Mengen

Definiert Setnon-const €ine Kategorie?
(f) Definiere Setid, non-inv durch:
Objekte: Mengen
Morphismen: Abbildungen von Mengen, die entweder die Identitat sind oder nicht-invertierbar
Definiert Setig non-inv €ine Kategorie?
(g) Sei C eine Kategorie und ¢ ein Objekt in C. Definiere const.: C — C durch const.(z) = ¢ auf
Objekten und const.(f: x — y) = id. auf Morphismen. Definiert const. einen Funktor?
(h) Die Vergissfunktoren Top — Set und Ab — Grp, die einen topologischen Raum als Menge
auffassen, bzw. eine abelsche Gruppe als Gruppe, haben einen entscheidenden Unterschied, wenn
man sich das Verhalten auf den Morphismen anguckt. Welcher Unterschied ist das?

2 | Nicht alles definiert einen Funktor

Sei G eine Gruppe und Z(G) = {g € G | hg = hg Vh € H} ihr Zentrum. Zeigen Sie, dass die
Zuordnung Z: Grp — Ab keinen Funktor definiert.

(Hinweis: Betrachten Sie die folgenden Abbildungen symmetrischer Gruppen S — S5 — S5)

Kennen Sie ein Beipiel (aus der linearen Algebra) fiir einen Funktor Grp — Ab?

"Wir haben noch nicht iiber verschiedene Aquivalenzbegriffe von Kategorien gesprochen. Hier ist die naive Variante
gefragt (also ,bis auf Umbenennung von Objekten und Morphismen*)



3 | Isomorphismen werden auf Isomorphismen abgebildet, aber nicht reflektiert
Sei F': C — D ein Funktor und f € Home(a,b).

(a) Zeigen Sie: Ist f: a — b ein Isomorphismus, so auch F(f): F(a) — F(b).
(b) Finden Sie ein Beispiel, bei dem F(f): F(a) — F(b) ein Isomorphismus ist, aber f: a — b nicht.

4 | Simplexkategorie %
Fiir n € N sei [n] die Kategorie mit Objekten {0,...,n — 1} und jeweils genau einem Morphismus
f:a— bwenn a <b (es ist genau die Kategorie zugehorig zur Ordnung < auf {0,...,n —1}).

(a) Sei C eine beliebige Kategorie. Beschreiben Sie Fun([0],C), Fun([1],C) und Fun([2],C).
Sei A die Kategorie mit Objekten [n] und die Morphismen [a] — [b] sind gegeben durch Fun([a], [b]).

(b) Zeigen Sie, dass sich jede Abbildung in Fun([al, [0]) als endliche Komposition folgener Abbildungen
schreiben lasst:

k 1< k

0;': [n—1] = [n], 61 (k) = '
Pin—1]—[n], 6P (k) {k+1j>k
L <
o] ), ot(k)=4"  TSF
k=1 ,i>k

5 | Kommakategorien %
Sei C eine Kategorie und ¢ ein Objekt in C. Definiere C/c (bzw. ¢/C) durch:

Objekte: Paare (a € C,f:a —¢) (bzw. (a €C, f: ¢ = a))
Morphismen: (a € C, f: a —¢) — (b€ C,g: b — c¢) ist eine Abbildung h: a — b, sodass f =goh
(bzw. (a € C,f: ¢ —a) — (b€ C,g: ¢ — b) ist eine Abbildung h: a — b, sodass g = h o f)

(a) Zeigen Sie, dass dies eine Kategorie definiert.
(b) Beschreiben Sie U/Open(X) und Open(X)/U fur beliebige offene Teilmengen U in einem
topologischen Raum X.

Seien F': D — C und G: £ — C zwei Funktoren. Definiere die Kommakategorie F' | G durch:

Objekte: Tripel (d € D,e € &, (f: F(d) — G(e)) € C)
Morphismen: (d,e, f) — (d',€, f') ist ein Paar ((h:d — d') € D,(k: e — ¢€) € &) sodass
Gk)o f = f'o F(h)

(c) Zeigen Sie, dass dies eine Kategorie definiert.

(d) Beschreiben Sie ¢/C und C/c als Kommakategorien (Hinweis: Abhéngig von der gewihlten
Konstruktion erhalten Sie nicht exakt das Gleiche wie oben definiert. Es reicht wenn Sie den
Unterschied erkléren).

Die Projektionsfunktoren dom: F' | G — D und cod : F' | G — & sind definiert durch:
dom((d,e,f:d—e))=d and dom((h:d—d k:e—¢€))=(h:d—d)
cod((d,e,f:d—e))=e and cod((h:d—d k:e—e))=(k:e—¢)

(e) Beschreiben Sie die Funktoren dom und cod fiir Thre Konstruktion von ¢/C und C/c.

(Hinweis: Alle Objekte, Morphismen und Bedingungen lassen sich besser durch Diagramme ausdriicken.
Zeichnen Sie diese Diagramme.)
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Die Abgabe der Blitter ist nicht gefordert. Losungen der Aufagben werden in der Ubung besprochen.
1 | Stehgreiffragen: Epis/Monos, initial/terminal und Moduln

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

a) Erhalten Funktoren Epimorhismen (bzw. Monomorphismen)?

b) Erhalten Funktoren spaltende Epimorphismen (bzw. spaltende Monomorphismen)?

¢) Angenommen eine Kategorie hat initiale und terminale Objekte, stimmen diese immer tiberein?
d) Wahr oder falsch: Jeder Morphismus vom initialen Objekt ist ein Monomorphismus.

e) Wahr oder falsch: Jeder Morphismus vom terminalen Objekt ist ein Monomorphismus.

f) Hat die Kategorie Ring (Ringe mit 1 und unitalen Ringhomomorphismen) ein Nullobjekt?
(g) Hat die Kategorie Field (Korper mit unitalen Ringhomomorphismen) initiale/terminale Objekte?
(h) Was beschreiben die Kategorie x/Top, bzw. Top/*, wobei * der einelementige Raum ist?

(i) Was beschreibt die Kategorie F//Field, bzw. Field/F?

(j) Hat die Kategorie ¢/C ein initiales oder terminales Objekt? Wenn ja, welches?

(k) Ist jeder Morphismus f: A — B in Modpg Teil einer kurzen exakten Sequenz der Form

0— A ENYCIEN C — 0, fir ein C? Wenn nicht, welche sind es?
(1) Ist jeder Morphismus f: B — C in Modpg Teil einer kurzen exakten Sequenz der Form

0—+-A—B EN C — 0, fir ein A? Wenn nicht, welche sind es?

(
(
(
(
(

1

2 | Rund um Epis, Monos und Isos
Seien f: x — y und ¢: y — z Morphismen in C.

(a) Zeigen Sie, dass f genau dann ein spaltender Epimorphismus ist, wenn die Postkomposition
fv: Home(c,z) = Home(c,y), (h:c—x)— (foh:c—y)

surjektiv fiir alle Objekte ¢ aus C ist.
(b) Formulieren und beweisen Sie die duale Aussage fiir spaltende Monomorphismen.
(c) Zeigen Sie: Ist f ein Monomorphism und spaltender Epimorphismus, so ist f ein Isomorphismus.
(d) Zeigen Sie: Ist f ein Epimorphismus und spaltender Monomorphismus, so ist f ein Isomorphismus.
(e) Zeigen Sie: Sind f und g Monomorphismen (bzw. Epimorphismen), so auch go f: z — z.
(f) Zeigen Sie: Ist go f: x — z mono (bzw. epi), so ist f mono (bzw. g epi).

3 | Epi, aber nicht surjektiv und mono, aber nicht injektiv

Das Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass die Begriffe ,injektiv* und ,surjektiv (sofern definiert)
kategorientheoretisch nicht notwendigerweise die richtigen Begriffe liefern.

(a) Zeigen Sie, dass die Inklusion ¢: Z — Q ein nicht-surjektiver Epimorphismus in der Kategorie
Ring ist.

(b) Zeigen Sie, dass m: Q — Q/Z in der Kategorie der divisiblen Gruppen (Gruppen (G, -) mit der
Eigenschaft, dass es fiir jedes € G und jedes N5 ein y € G gibt mit y” = z) ein nicht-injektiver
Monomorphismus ist.

(Hinweis: Sei G divisibel und f,g9: G — Q zwei verschiedene Gruppenhomomorphismen mit
mo f =mog. Wie unterscheiden sich f(z) und g(x) in Q fiir ein z € G7)



4 | Wie exakt ist eigentlich Hom?
Sei0 — A ENY; IR C' — 0 eine kurze exakte Sequenz in Modpr und M ein R-Modul.
(a) Zeigen Sie, dass der kontravariante Homfunktor Hom(—, M) linksexakt ist, d.h. die folgende
Sequenz ist exakt:
0 — Hom(C, M) % Hom(B, M) L5 Hom(A, M).
(b) Zeigen Sie, dass Hom(—, M) im Allgemeinen nicht exakt ist, d.h. f* ist nicht surjektiv.

(c) Sei R =Z. Zeigen Sie, dass Homap(—, G) genau dann exakt ist, wenn G divisibel ist.
(Hinweis: Fur ,divisibel = exakt* nutze das Lemma von Zorn)

Fiir einen beliebigen Ring gilt ,exakt = divisibel“ (gleiches Argument), aber die Umkehrung im
Allgemeinen nicht.

(d) Zeigen Sie, dass der kovariante Homfunktor Hom(M, —) linksexakt ist, d.h. die folgende Sequenz
ist exakt:
0 — Hom(M, A) I3 Hom(M, B) % Hom(M, C).

(e) Zeigen Sie, dass Hom(M, —) im Allgemeinen nicht exakt ist, d.h. g, ist nicht surjektiv.
(f) Zeigen Sie, dass Hom(R", —) exakt ist.
(g) Sei R = Z/6Z. Zeigen Sie, dass Hom(Z/2Z, —) exakt ist.

Der letzte Teil zeigt, dass es mehr Moduln als nur R™ in Modg geben kann, fiir die der kontravariante
Homfunktor exakt ist.

5 | Das starke 4-Lemma %

Betrachten Sie folgendes kommutative Diagramm in Modg:

Al . .p_9 ., 0c_h,p

of sl Al s

A B’ c’ D’
I " W

Zusatzlich seien beide Zeilen exakt, o ein Epimorphismus und § ein Monomorphismus.

(a) Zeigen Sie: g(ker(B)) = ker(y).
(b) Zeigen Sie: im(8) = (¢’) "1 (im(7)).
(c) Nutzen Sie das starke 4-Lemma um das (kurze) 5-Lemma aus der Vorlesung zu zeigen.
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Die Abgabe der Blitter ist nicht gefordert. Losungen der Aufagben werden in der Ubung besprochen.

1 | Stehgreiffragen: Etwas zu Moduln und Kategoriendquivalenz

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Wahr oder falsch: Eine kurze exakte Sequenz in Modpg spaltet genau dann, wenn Hom (M, —)
fiir jedes R-Modul M exakt ist.

(b) Wie viele abelsche Gruppen von Ordnung p fir p prim, 64 und 360 gibt es?

(c) Ist Z/AZ ein Hauptidealring?

(d) Wahr oder falsch: Gegeben sei folgendes kommutative Diagramm von kurzen exakten Sequenzen,

0 A1 B9 ,¢ 0
o] b
0 A — B 0,
f g

wobei o und 7 Isomorphismen sind, dann ist B = B’.
(e) Wahr oder falsch: Das Skeleton eines Gruppoids hat nur ein einziges Objekt.

2 | Lokalisierung ist exakt

Sei R ein kommutativer Ring und S eine unter Multiplikation abgeschlossene Teilmenge von R (d.h.
1€Sund s, s €S = ss’ €8). Definiere die Lokalisierung S~™' R durch

STTR=(Rx8)/~, (z,8)~ (y,t) <= JuecS: (zt—ys)u=0.

(a) Zeigen Sie, dass die Relation ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Definiere die Addition und Multiplikation durch:

(z,8) + (y, 1) = (xt + ys, st), (z,5) - (y,t) = (wy, st).

(b) Zeigen Sie, dass die Operationen auf S~!R wohldefiniert sind.

(c) Zeigen Sie, dass S™!'R ein Ring ist.

(d) Zeigen Sie, dass STIR=0<«=0¢ S.

Die obige Definition kann direkt wortlich auf R-Moduln verallgemeinert werden. Sei M ein R-Modul.
Das lokalisierte Modul S~!'M ist ein S~'R-Modul.

(e) Zeigen Sie, dass S~!: Modr — Modg-1p ein exakter Funktor ist.

3 | Gruppenringe
Sei R ein kommutativer Ring und G eine Gruppe. Elemente im Gruppenring R[G] sind formale
R-Linearkombinationen von Elementen aus G, d.h.

R[G] = {Z flg)-g| f: G— R, f(g) # 0 fir nur endlich viele g € G} )
geG



Definiere die Addition und Multiplikation wie folgt:

(Z f(9) -g> + (Z h(g) -9) =Y (fl9)+h(9) g

geG geG geG

(Z f(g)'g) : (Z h(g)'g) = > (f9hlg") - g9

geG geG g9,9'€G

(a) Zeigen Sie, dass R[G] eine R-Algebra ist.
(b) Sei R # 0. Zeigen Sie, dass R[G] genau dann kommutativ ist, wenn G abelsch ist.
(c) Zeigen Sie, dass R[G] nicht-triviale Nullteiler hat, wenn G Elemente endlicher Ordnung hat.

Kaplanskys Vermutung ist ,,G torsionsfrei = R[G] hat keine nicht-trivialen Nullteiler“. Auch wenn
sie fiir viele Klassen von Gruppen bekannt ist, ist sie im Allgemeinen offen.

4 | Invariante Basis Eigenschaft

Ein Ring hat die ,invariante Basis Eigenschaft®, wenn R™ Sn\joq, R" = m = n fiir alle m,n € N.

(a) Zeigen Sie, dass ein kommutativer Ring die invariante Basis Eigenschaft hat.
(Hinweis: Krulls Theorem besagt, dass jeder Ring ein maximales Ideal besitzt.)

Die Aussage gilt fiir jeden Ring, der einen Ringhomomorphismus zu einem Divisionsring hat.

(b) Finden Sie einen nicht-trivialen Ring, der nicht die invariante Basis Eigenschaft besitzt.
(Hinweis: Starten Sie mit einem freien R-Modul von unendlichem Rang fiir beliebiges R.)

Die folgenden Aussagen sind nicht-aquivalente Abwandlungen der obigen Eigenschaft.

(i) R™ = R™ = m = n fir alle m,n € N (invariante Basis Eigenschaft),
(i) R = R"® K = m > n fur alle m,n € N,
(iii) R"= R"¢® K = K =0 fir alle n € N.

Sei R # 0.
(c) Zeigen Sie (iii) = (ii) = (i).
Es gibt Gegenbeispiele fiir die jeweiligen umgekehrten Richtungen.
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1 | Stehgreiffragen
Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Sei F': C — D ein treuer Funktor. Wahr oder falsch: F(f) = F(g9) = f =g.
(b) Seien G, H Gruppen. Was sind die natiirlichen Transformationen n: S = T fir S,7: G — H?

2 | Voll, treu und volltreu
Sei F': C — D ein Funktor.

(a) Zeigen Sie: F treu = F reflektiert Monomorphismen.

(b) Zeigen Sie: F' treu = F reflektiert Epimorphismen.

(c) Zeigen Sie: F volltreu = F reflektiert Isomorphismen.

(d) Zeigen Sie: F' reflektiert Isomorphismen und voll = F' ist wesentlich injektiv (injektiv auf
Isomorphieklassen von Objekten).

Also ist jeder injektive/surjektive Morphismus ein Mono-/Epimorphismus und jeder volltreue Funktor
ist wesentlich injektiv.

3 | Spaltung in freie Gruppe und Torsionsanteil ist nicht natiirlich
Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass die Zerlegung einer endlich erzeugten abelschen Gruppe in
freien und Torsionsanteil nicht natiirlich ist.

(a) Beschreiben Sie alle natiirlichen Transformationen 7: idap e = idap o
(b) Nehmen Sie an, dass A = A/Aors ® Ators natiirlich ist und fithren Sie dies zu einem Widerspruch.
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1 | Stehgreiffragen: Repredsentierbarkeit
Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:
(a) Was sind die reprisentierende Objekte fiir die Funktoren, die eine kleine Kategorie auf die Menge

der Objekte/Morphismen /komponierbaren Morphismen abbildet?
(b) Was ist das reprisentierende Objekt fiir die Identitét idget: Set — Set?

2 | Reprasentierbarkeit

Finden Sie die representierenden Objekte fiir die folgenden Funktoren:

(a) Hom(— x A, B): Set’” — Set, der eine Menge X auf die Menge der Abbildungen X x A — B
abbildet.

(b) T: Top” — Set, der einen topologischen Raum auf die Menge der offenen Abbildungen schickt
und stetige Abbildungen auf deren Urbildfunktion

(c) Was éndert sich, wenn fiir 7: Top®” — Set abgeschlossene Mengen genommen werden?

(d) Path: Top — Set, der einen topologischen Raum auf die Menge der Pfade abbildet.

(e) Loop: Top, — Set, der einen topologischen Raum auf die Menge der (punktierten) Schleifen
abbildet.

3 | Nicht-Reprasentierbarkeit
Es gibt den Slogan ,die meisten Funktoren sind nicht repriasentierbar®.

(a) Zeigen Sie, dass der kovariante(!) Potenzmengenfunktor nicht reprasentierbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass reprasentierbare Funktoren F': C — Set Monomorphismen erhalten.

4 | edaYon oder: Wie falsch dualisiert wurde
Es gibt das Yoneda Lemma fiir ko- und kontravariante Funktoren. Folgende Version gibt es aber
nicht. Sei F': C — Set ein Funktor und ¢ ein Objekt von C.

(a) Zeigen Sie, dass es keine natiirliche Bijektion Hom(F, Home(c, —)) = F(c) gibt.
(b) Koénnen Sie den Fehler identifizieren, der hier bei dualisieren passiert ist?

5 | Aquivalenzen sind vertriiglich mit Reprisentierbarkeit %
Seien F': C — Set und G: D — Set zwei Funktoren, H: C — D eine Aquivalenz von Kategorien,
sodass GH und F natiirlich isomorph sind.

(a) Zeigen Sie: G ist repriasentierbar = F ist reprisentierbar.
(b) Zeigen Sie: F ist repréasentierbar = G ist représentierbar.
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1 | Stehgreiffragen: (Ko)Produkte und (Ko)Kerne

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Seien C, D Kategorien mit Produkten und F': C — D ein Funktor. Wie ist die kanonische
Abbildung F(X xY) — F(X) x F(Y) definiert?

(b) Wahr oder falsch: Jeder Funktor Set — Set erhilt Produkte.

(c) Was sind Produkte und Koprodukte in partiell geordneten Mengen?

(d) Was sind Produkte und Koprodukte in der Kategorie der natiirlichen Zahlen und Morphismen
k — n genau dann, wenn k | n (,k teilt n“)?

(e) Wie sehen Kerne und Kokerne in der Kategorie Ring aus?

(f) Was bedeutet es fiir eine Kategorie mit einem Objekt, Produkte zu besitzen? Kénnen Sie ein
nicht-triviales Beispiel finden?

2 | (Ko)Produkte von Funktoren
Seien C und D zwei Kategorien.

(a) Zeigen Sie: D hat bindre Produkte = Fun(C, D) hat bindre Produkte.
(b) Zeigen Sie: D hat binidre Koprodukte = Fun(C, D) hat bindre Koprodukte.

3 | Produkterhaltend oder nicht produkterhaltend
Sei F': C — D ein Funktor zwischen Kategorien mit Produkten.
(a) Finden Sie einen Funktor F' mit F'(A x B) = F(A) x F(B) fiir alle Objekte A und B, der nicht

produkterhaltend ist.
(b) Formulieren Sie genau, was der Unterschied ist.

4 | Bindre Produkte + terminale Objekt = alle endlichen Produkte
Sei C eine Kategorie mit bindren Produkten und einem terminalen Objekt.

(a) Zeigen Sie, dass C alle endlichen Produkte hat.
(b) Formulieren Sie die duale Aussage.

(Hinweis: Es gibt mehrere Wege endliche Produkte aus bindren zu bauen. Warum sind die dquivalent?)

5 | In Modpr: Kern = Mono = monisch
Sei f: A — B ein Morphismus in Modg.

(a) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
(i) f ist ein Kern, d.h. es gibt einen Morphismus g: B — C mit f = ker(g).
(ii) f ist ein Monomorphismus, d.h. fiir Ay, he: T — A mit f o hy = f o hy folgt hy = ha.
(iii) f ist monisch, d.h. fiir A: T'— A mit f o h =0 folgt h = 0.
(b) Formulieren Sie die duale Aussage.
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1 | Stehgreiffragen: Limes und Kolimes

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

a) Wie sehen die Indexkategorien fiir Produkte und Kopordukte aus?

b) Was ist der Limes des Diagramms * — S «+— R, wobei R — S! die universelle Uberlagerung ist?

c) Was ist der Kolimes des Diagramms Z <— 7 -+ Z in Grp?

d) Wie kann der Kern einer Abbildung in Modp als Limes aufgefasst werden?

e) Was ist der Limes in Set eines N indiziereten Diagramms, wobei alle X; +— X;;1 injektiv sind?

f) Was ist der Kolimes in Set eines N indiziereten Diagramms, wobei alle X; — X1 injektiv sind?

g) Gegeben sein f; j: A; — B fiir (i,7) € I x J. Welches von beiden ist die kanonische Abbildung,
[lier Ai = Ljes Bj oder [1;c; Ai — [ljes Bj, und wie ist sie definiert?

(
(
(
(
(
(

2 | Faserprodukte entlang Monos (und Epis)

Sei das folgende Diagramm ein Faserproduktdiagramm

PLC

N
B T) A.

(a) Zeigen Sie: f: B — A ist ein Monomorphismus = f’: P — C ein Monomorphismus ist.

(b) Finden Sie ein Gegenbeispiel fiir: f: B — A Epimorphismus = f’: P — C' Epimorphismus.
(Hinweis: Probieren Sie eine Kategorie in der sich Epimorphismen anders als in Set verhalten)

(¢) Zeigen Sie: f: B — A Isomorphismus = f’: P — C Isomorphismus.

3 | Faserprodukte komponieren
Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm

c g L

'yl B£ la

¢ —; 7 A

und sei B’ das Faserprodukt von f: B — A und a: A" — A.

(a) Zeigen Sie, dass C’ genau dann das Faserprodukt von g: C — B und 3: B’ — B ist, wenn es
das Faserprodukt von fog: C — A und a: A’ — A ist.

4 | Modpy, ist (ko)vollstindig
Eine Kategorie C heiit (ko)vollstédndig, wenn alle kleinen Diagramme einen (Ko)Limes in C haben,
d.h. fiir jede kleine Indexkategorie Z, besitzt jeder Funktor F': Z — C einen (Ko)Limes.

(a) Zeigen Sie, dass Modp kovollstandig ist.
(b) Zeigen oder widerlegen Sie: Modp, is vollstandig.
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1 | Stehgreiffragen: Tensorprodukt

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Wahr oder falsch: Das Tensorprodukt in Modp, ist das kategorielle Produkt/Koprodukt.
(b) Was ist Z/mZ ®yz, Z/nZ?

(c) Was ist R[z] ®p R[y]?

(d) Was ist R/I ®r M, fur ein Ideal I C R?

(e) Wahr oder flasch: Es gilt (M & M) @r N =2 (M @ N) @ (M’ ®g N) in Modg.

) Wahr oder falsch: Es gilt C ®r C = C ®¢ C.

) Wahr oder falsch: Es gilt Q ®7 Q = Q ®g Q.

) Wahr oder falsch: A®z A=0= A =0 in Mody.

(i) Sei K/F eine Korpererweiterung. Ist K @ p K ein Korper?

¢
(g
(h

2 | Wie exakt ist eigentlich das Tensorprodukt?
Sei 0= A B € =5 0 eine kurze exakte Sequenz in Modpg und M ein R-Modul.

(a) Zeigen Sie, dass der kontravariante Funktor — ® g M rechtsexakt ist, d.h. die folgende Sequenz

ist exakt:

f@®Ridn

A®p M Bop M —22HNM L Con M — 0

(b) Zeigen Sie, dass — ®r M im Allgemeinen nicht exakt ist, d.h. f ® g ids ist nicht injektiv.
(c) Sei M = R®! frei. Zeigen Sie, dass — ®p M exakt ist.

Ein R-Modul M heifit flach, wenn — ® p M exakt ist.
(d) Sei C flach. Zeigen Sie, dass die folgende Sequenz, fiir beliebiges M, exakt ist:

f®Rridy

0 —— A®Qp M BopM 228N cgn M — 0

(e) Zeigen Sie, dass Fy x {0} € Modp,«r, flach, aber nicht frei ist.

3 | Tensorprodukte aus der Geometrie %

Die algebraische Geometrie liefert ein niitzliches Worterbuch, um geometrische Objekte (Nullstellen
von Polynomen f € C[xz,y]) in algebraische Objekte (Quotienten Clxz,y]/(f)) zu iibersetzen.

(a) Berechnen Sie, Clz,y]/(zy — 1) ®c Clz, y]/(2? — y)
(b) Berechnen Sie, Clz,y]/(zy — 1) @c(yy Clz, y]/(2* — y)

Diese Berechnungen entsprechen den beiden Faserprodukten

{oy—1=0} x{a? =y =0} - {a?—y=0} {aoy—-1=0}n{a? —y=0} — {2 -y =0}

! ! ! |

{zy —1 =0} {x} {zy —1 =0} C?
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1 | Stehgreiffragen: Tensorprodukt
Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Wahr oder falsch: Fiir A — B — C exakt, ist auch A®r M — B®r M — C ®r M exakt.
(b) Wahr oder falsch: Tensorpordukte vertauschen mit Produkten.

2 | R-biadditiv # R-bilinear

Sei R = {m +no | myn € Z,o> = 1}. Sei A = B = Z, mit der R-Modulstruktur gegeben
durch (m + no)z = (m — n)x wobei x € Z. Sei G = Z, mit der R-Modulstruktur gegeben durch
(m+ no)xr = (m + n)x. Definiere f: A x B — G durch die Multiplikation (a,b) — ab.

(a) Zeigen Sie, dass die obigen Definitionen fiir A, B und G wirklich R-Modulstrukturen definieren.
(b) Zeigen Sie, dass f R-biadditiv ist.
(c) Zeigen Sie, dass f nicht R-bilinear ist.

3 | Tensorvielfache endlich-erzeugter Moduln verschwinden nicht
Sei M # 0 ein endlich-erzeugter R-Modul.

(a) Zeigen Sie, dass M®¥ £ 0 fiir k > 0,
(b) Finden Sie ein Beipiel fiir M®* = M.

Warum ist das kein Widerspruch zu einer voherigen Aussage?

4 | Invarianten und Koinvarianten
Sei G eine Gruppe und A ein links Z[G]-Modul. Definiere die Z-Moduln

(i) Invarianten von A: A ={a € A|g-a=a Vg€ G},
(ii) Koinvarianten von A: Ag = A/{(g-a—a | g€ G, ac A).

Fasse Z als links Z[G]-Modul mittels trivialer Wirkung auf ((g,n) + n) und sei 7(A) das zu A
gehorige rechts Z[G]-Modul ((a,g) + g~ - a)

(a) Zeigen Sie, dass A¢ — Homgzg—Mod (%, A), a > (pa: n— n-a) einen natiirlichen Isomorphis-
mus definiert.

(b) Zeigen Sie, dass Ag — T(A) ®zq) Z, [a] = a @1 einen natiirlichen Isomorphismus definiert.

(¢) Zeigen Sie fiir G endlich, dass (Z[G])® =z Z.

(d) Zeigen Sie fiir G unendlich, dass (Z[G])¢ =z 0.

(e) Zeigen Sie, dass (Z|G])q =7 Z.
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1 | Stehgreiffragen: Adjunktion

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Welches ist der Linksadjungierte in der ,frei, vergesslich “ Adjunktion?
(b) Seien F': C & D: G adjungierte Funktoren. Wahr oder falsch: Der zugehorige Isomorphismus
Home (X, G(Y)) = Homp(F(X),Y) schickt Isomorphismen auf Isomorphismen.
(c¢) Die Inklusion von partiell geordneten Mengen Z < R hat einen links- und einen rechtsadjungier-
ten Funktor. Wie sehen diese aus?
(d) Wahr oder falsch: Es gibt eine Z-indizierte Kette von Funktoren F; mit F; 4 Fj41.
(e) Wahr oder falsch: Ist F 4G und G 4 H, so gilt F' - H.
(f) Wahr oder falsch in Modg:
(i) Hom(A,—) 4 A®p —.
(i) A®r — - Hom(A, —).
(iii) Hom(—,A) 4 A®gr —.
(iv) A®r — 4 Hom(—, A).

2 | Keine Adjungierten fiir die folgenden Funktoren von Korpern
Sei U jeweils der zugehorige Vergissfunktor.
(a) Zeigen Sie, dass U: Field — Ring, Ab oder Set weder einen Links- noch einen Rechtsadjun-

gierten hat.
(b) Zeigen Sie, dass (—)*: Field — Ab weder einen Links- noch einen Rechtsadjungierten hat.

(Hinweis: Alle vier Fille konnen zusammen behandelt werden)

3 | Komposition von Adjunktionen
Seien F: C 2 D: Gund F': D = &: G’ zwei Paare von adjungierten Funktoren (F 4 G, F' 4 G").

(a) Zeigen Sie, dass F'F: C = £: GG’ ein Paar von adjungierten Funktoren ist (F'F 4 GG').

4 | Zwei bekannte Funktoren, ein auBergewdhnlicher und eine Adjunktion f. 4 f~! - fi

Sei f: A — B eine Abbildung von Mengen und P(M) die Potenzmenge von M aufgefasst als partiell
geordnete Menge mittels Inklusion. Definiere die folgenden Funktoren:

(i) Direktes Bild: f.: P(A) — P(B), mit M — f(M),

(ii) Inverses Bild: f=': P(B) — P(A), mit M — f~1(M),

(iii) AuBergewdhnliches direktes Bild: fi: P(A) — P(B), mit M ~— {b€ B | f~1(b) C M},
Vergewissern Sie sich zuerst, dass dies wirklich Funktoren definieren.

(a) Zeigen Sie, dass f~! mit Limiten und Kolimiten vertauscht.
(b) Zeigen Sie, dass fi - L.
(c) Zeigen Sie, dass f~! - fi.
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1 | Stehgreiffragen: Kettenkomplexe

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

a) Wahr oder falsch: 0 — C, ist genau dann ein Quasiisomorphismus, wenn C exakt ist.
b) Wahr oder falsch: Homologie vertauscht mit direkten Summen, d.h. @;c; Hn(A;) = Hy (P Ai)-
c) Wahr oder falsch: Homologie vertauscht mit direkten Produkten, d.h. IL;er Hy,(A4;) = H, (I;c1 4;).

(
(b)

(c)

(d) Was ist die Homologie von ... — 0 — 0 — Z/8Z -, Z/8Z =4, Z/8Z A2

(e) Was ist dieHomologievon...—>O—>Z—>-~—>Z'—2>ZL>Z'—2>ZLZ—>O—>...?

f) Wahr oder falsch: Fiir einen Kettenkomplex C, ist 0 — C 20— O, /nCy — 0 immer exakt.

2 | Kerne und Kokerne kdnnen gradweise berechnet werden

Sei f: A, — B, ein Kettenkomplexmorphismus. Definiere die Kettenkomplexe ker(f), = ker(f,)
und coker(f), = coker(fy).

(a) Zeigen Sie, dass ker(f). mit dem durch dZ' induziertem Differential einen Kettenkomplex definiert.

(b) Zeigen Sie, dass ker(f), ein Kern von f in der Kategorie der Kettenkomplexe ist.

(c) Zeigen Sie die analogen Aussagen fiir den Kokern coker(f)..

(d) Folgern Sie, dass die Abbildung f genau dann ein Monomorphismus in der Kategorie der
Kettenkomplexe ist, wenn f,,: A, — B, fir alle n € Z ein Monomorphismus ist (und die gleiche
Aussage fir Epimorphismen).

3 | Quasiisomorphismen iiber Kerne und Kokerne bestimmen

Sei f: A, — B, ein Kettenkomplexmorphismus.

(a) Zeigen Sie, dass wenn ker(f). und coker(f). exakt sind, f ein Quasiisomorphismus ist.

(b) Finden Sie ein Gegenbeispiel fiir die Umkehrung, d.h. einen Quasiisomorphismus f aber ker(f).,
coker(f), sind nicht exakt.
(Hinweis: wéhlen Sie A, und B, exakt)

4 | Spaltend exakte Kettenkomplexe

Ein Kettenkomplex C heifit spaltend, wenn es Morphismen s, : C,, — Cp,+1 mit d, = d,, 0 sp,—10dp
fiir alle n gibt und spaltend exakt, wenn der Komplex zusétzlich exakt ist.

(a) Zeigen Sie, dass ... — Z/4Z 3 Z]AZ 3 Z]AZ — ... exakt ist, aber nicht spaltet.

(b) Zeigen Sie, dass C, genau dann spaltet, wenn es eine Zerlegung von R-Moduln der Form
Cn=Z,® B!, und Z, = B, ® H], gibt, wobei Z,, die Zykel von C,, sind und B,, die Réander.

(c) Zeigen Sie, dass ein spaltender Kettenkomplex C, genau dann exakt ist, wenn H] = 0.

(d) Zeigen Sie, dass C, genau dann spaltend exakt ist, wenn die Identitat id¢c, : Cx — Cy nullhomotop
ist.

Betrachte den Kettenkomplex H,(C) mit (H.(C)), = Hp(C) und trivialen Differentialen.

(e) Zeigen Sie, dass Cy und H,(C) genau dann kettenhomotopiedquivalent sind, wenn C spaltet.



5 | Homologie von Graphen %

Sei I' = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph. Fixiere eine Orientierung fiir jede Kante. Definiere
den Kettenkomplex C, durch die freien R-Moduln Cy = R[V], C; = R[E] und C,, =0 fiir n # 0, 1.
Das Differential d;: C1 — Cy ist gegeben durch die Inzidenzmatrix, d.h. diese |V| x |E| Matrix hat
an Stelle (¢, j) den Eintrag +1, falls die Kante e; in v; startet, den Eintrag —1, falls die Kante e; in
v; endet, und 0 sonst.

(a) Zeigen Sie fiir I' zusammenhéngend, dass Hyo(C) und H;(C) freie R-Moduln sind und es gilt:
tkp(Ho(C)) =1,  rkp(Hi(C)) =|V|-|E|+1

(Was passiert fiir I' nicht-zusammenhéngend?)
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1 | Stehgreiffragen: Abelsche Kategorien

Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Welche der folgenden Kategorien sind abelsch: Modg, Mod%, [n] fir n € N3, Set, Grp,
Ab, Ring, Field, Top, Top,, endlich erzeugte abelsche Gruppen, endliche abelsche Gruppen,
torsionsfreie abelsche Gruppen?

(b) Wahr oder faslch: Fiir eine abelsche Kategorie A ist auch A abelsch.

(¢c) Wahr oder falsch: Die Funktorkategorie Fun(C, .A) fiir eine abelsche Kategorie A, ist abelsch.

(d) Wie kann die additive Struktur auf den Hom-Mengen aus den anderen Axiomen fiir additive
Kategorien konstruiert werden?

2 | Mono-Epi Faktorisierung in abelschen Kategorien
Sei A eine additive Kategorie mit den notigen (Ko-)Kernen und f: X — Y ein Morphismus in A.

(a) Zeigen Sie, dass f faktorisiert als X —— coim(f) I, im(f) =Y.

(b) Zeigen Sie, dass e: X — coim(f) ein Epimorphismus ist.

(c) Zeigen Sie, dass m: im(f) — Y ein Monomorphismus ist.

(d) Sei A eine abelsche Kategorie. Zeigen Sie, dass f’: coim(f) — im(f) ein Isomorphismus ist.

3 | Links-/Rechtsexaktheit

Sei F': A — B ein additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien.

(a) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen (fiir Linksexaktheit von F):

(i) Fir 0 — X 25V %5 Z exakt, ist 0 — X "Iy 79 7 oxakt.
(Hinweis: Die linke Sequenz ist genau dann exakt, wenn f ein Kern von g ist. (Warum?))

(i) Fir 0 — X 25V %5 7 — 0 exakt, ist 0 — X "By 79 7 exakt.
(iii) F erhalt Kerne.

(b) Formulieren Sie die analogen Aussagen fiir Rechtsexaktheit.

(c) Folgern Sie, dass Exaktheit d4quivalent zu Links- und Rechtsexaktheit ist.

4 | Homotopiekategorie

Betrachte die Kategorie von Kettenkomplexen Kom(.A) fiir eine abelsche Kategorie A. Wir haben
gesehen, dass die Homologiefunktoren H,, kettenhomotopieinvariant sind. Ziel ist es zu zeigen, dass
diese Funktoren durch eine geeignetet Kategorie IC faktorisieren.

(a) Zeigen Sie, dass Kettenhomotopie ~ eine Aquivalenzrelation auf Homgom(4)(C, D) definiert.

(b) Seien u: B — C, f,g: C — D, v: D — E Morphismen. Zeigen Sie, dass f ~ g = vfu ~ vgu.
(Folgern Sie, dass es eine Kategorie K gibt, deren Objekte Kettenkomplexe sind und die
Morphismen Homotopieklassen von Morphismen.)

(c) Seien fo, f1,90,91: C — D Morphismen. Zeigen Sie fo ~ go, fi ~ g1 = fo+ f1 ~ go+ g1
(Folgern Sie, dass K eine additive Kategorie ist und Kom(A) — K ein additiver Funktor ist.)

(d) Zeigen Sie, dass K im Allgemeinen keine abelsche Kategorie ist.
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1 | Stehgreiffragen: Injektiv und projektiv
Alle Fragen sollten lediglich eine kurze Antwort bendtigen:

(a) Ist das Nullobejekt injektiv/projektiv?
(b) Was ist ein Beispiel fiir einen projektiven, aber nicht freien Modul?
(c) Was ist ein Beispiel fiir einen projektiven, aber nicht injektiven Modul?
(d) Was ist ein Beispiel fiir einen injektiven, aber nicht projektiven Modul?
(e) Wie sieht die injektive Auflsung eines injektiven Objekts aus?
f) Was ist ein Beispiel fiir eine abelsche Kategorie, die nicht gentigend injektive Objekte besitzt?
(g) Wahr oder falsch: Fir 0 - M — Cyp — C_; — ... exakt, ist M[0] — C, ein Quasiisomorphismus.
(h) Ist Ab dquivalent zu Ab°P?

2 | Die Kategorie Modp hat geniigend injektive Objekte
Sei A ein R-Modul. Wir zeigen die Aussage zuerst fiir R = Z.

(a) Zeigen Sie fiir A # 0, dass Homy (A, Q/Z) # 0.

(b) Sei Iz(A) == 1 etomy(a,0/2z) Q/Z. Zeigen Sie, dass Iz(A) injektiv ist.
(c) Zeigen Sie, dass die kanonische Abbildung e4: A — Iz(A) injektiv ist.
(d) Zeigen Sie, dass jedes Z-Modul A eine injektive Auflésung besitzt.

Wir zeigen die Aussage nun fir allgemeine Ringe R.

(e) Sei F': A= B: G ein Paar von additiven adjungierten Funktoren (F' 4 G), mit F' exakt. Zeigen
Sie, dass G injektive Objekte erhélt.

(f) Formulieren Sie die duale Aussage.

(g) Zeigen Sie fiir eine injektive abelsche Gruppe I, dass Homgz (R, I) ein injektiver R-Modul ist.

(h) Zeigen Sie, dass Modpg gentigend injektive Objekte besitzt.

(i) Zeigen Sie, dass jeder R-Modul eine injektive Auflésung besitzt.

3 | Nicht so kurze injektive Auflésungen
Sei R =7Z/mZ.

(a) Zeigen Sie, dass Z/mZ ein injektiver Z/mZ-Modul ist.
(Gilt die Aussage, R/rR ist injektiv iber R/rR fir r € R, allgemein fiir Hauptidealringe?)

(b) Angenommen es gibt p € Z \ {0} mit p|d und p|%. Zeigen Sie, dass Z/dZ kein injektiver
Z/mZ-Modul ist.
(Erweiterung: Zeigen Sie fiir R = Z/mZ, dass projektive und injektive Objekte iibereinstimmen.
Gilt die Aussage fiir beliebige Hauptidealringquotienten R/rR fir r € R\ {0} bzw. r = 07)

(c) Finden Sie eine injektive Auflsung von Z/2Z als 7Z/47Z-Modul.
(Hinweis: Der Titel ist nicht willkiirlich gewahlt)
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1 | Tor fiir Abel
Berechnen Sie Hom;(Z/n,Z/m) fur alle i,m,n € Ny.

2 | Balanceakt

Seien A und B zwei abelsche Gruppen. Folgern Sie aus der expliziten Definition linskderivierter
Funktoren, dass Hom; (A, B) := Li(— ® B)(A) isomorph ist zu Hom; (A, B) := L1(A® —)(B).

Tipp: Sei 0 = G1 — Gy — B eine freie Auflésung von B. Wenden Sie das Schlangenlemma an auf
das Diagramm, das sich ergibt, wenn Sie eine freie Auflésung von A mit Gy und Gg tensorieren.

3 | Spalter

Die folgenden Bedingungen an eine Sequenz von Morphismen
0ALB% 0

in einer abelschen Kategorie sind dquivalent:

(i) Die Sequenz ist exakt, und es gibt einen Morphismus s: B < C mit gs = id¢.
(ii) Die Sequenz ist exakt, und es gibt einen Morphismus ¢: A < B mit tf = id 4.
(iii) Es gibt Morphismen ¢: A <— B und s: B <+ C, sodass gilt:

tf =idy ft+sg=1idp gs = idg
ts=0 gf =0
(iv) Es gibt einen Isomorphismus ¢ derart, dass das folgende Diagramm kommutiert:

0—=A—T . p_ % 0.

b T

OHA@A@C('O*M;CHO

Hieraus folgt: Jeder additive Funktor erhélt spaltende kurze exakte Sequenzen.

4 | Injektivitatserhaltung

Fin additiver Funktor zwischen abelschen Kategorien, der rechtsadjungiert ist zu einem exakten
Funktor, erhédlt Injektivitdt von Objekten.

5 | Vergiss mein nicht
Sei R ein Ring.
(a) Der Funktor Homy(R,—): Ab — Ab faktorisiert durch Modpg.

(b) Die Faktorisierung Homy (R, —): Ab — Modp, ist rechtsadjungiert zum Vergissfunktor.
(c) Die Faktorisierung Homyz(R, —): Ab — Modp erhélt Injektivitdat von Objekten.
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1 | Stehgreiffragen: Modulhandbuch

Sei R ein Ring. Welche der folgenden Aussagen sind zutreffend?
(a) Jeder freie R-Modul ist flach.

(b) Jeder freie R-Modul ist projektiv.

(¢) Jeder projektive R-Modul ist flach.

(d) Jeder projektive R-Modul ist frei.

(e)

e) Jeder flache R-Modul ist frei.
(f) Jeder flache R-Modul ist projektiv.

Tipp: Es gibt noch mehr Aufgaben auf diesem Zettel.

2 | Abels Ext

Berechnen Sie Ext} (A, B) fiir moglichst viele i € Ng und A, B € {Z,Z/n (mit n > 1),Q,Q/Z}.
Zeigen Sie, dass Ext} (A, Z) fiir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe A isomorph zur Torsionsun-
tergruppe von A ist.

3 | Erweiterungsbau

Wie viele Erweiterungen von Z durch Z/12 gibt es (bis auf Aquivalenz)?
Wie viele Erweiterungen von Z/12 durch Z gibt es (bis auf Aquivalenz)?
Konstruieren Sie alle diese Erweiterungen!

4 | Einsatz
Berechnen Sie alle Homologie- und Kohomologiegruppen H;(Z/m; Z) und H (Z/m;Z) (m > 1).

5 | Die Welt ist eine Scheibe
Sei R ein Ring. Zeigen Sie, dass jeder projektive R-Modul flach ist.

6 | The Real Thing
Sei G eine nicht-triviale endliche Gruppe, RG der analog zu ZG definierte Gruppenring iiber R.

(a) Zeigen Sie, dass R aufgefasst als trivialer RG-Modul projektiv, aber nicht frei ist.
(b) Zeigen Sie, dass Z aufgefasst als trivialer ZG-Modul nicht projektiv ist.




