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Uberblick

Ziel des Seminars ist es, Grothendiecks axiomatische Definition der Chern-
Klassen fiir lokal freie Garben auf Schemata zu verstehen. Chern-Klassen
entstanden in den 40er Jahren in Differentialgeometrie und Topologie und
spielen nunmehr eine wichtige Rolle in der Algebraischen Geometrie.

Chern-Klassen sind algebraische Invarianten von lokal freien Garben: Sind
€ und F isomorph, so sind ihre Chern-Klassen ¢;(€) und ¢;(F) gleich (die
Umkehrung gilt allerdings nicht). Diese Theorie erffnet somit einen Weg, auf
algebraischem Wege zu zeigen, dafl zwei lokal freie Garben nicht isomorph
sind. Sie spielen weiterhin eine zentrale Rolle im Satz von Grothendieck-
Riemann—Roch, der eine Formel fiir die Euler-Charakteristik x(€) in Chern-
Klassen ist. Im gewissen Sinne bilden Chern-Klassen eine umfassende Verall-
gemeinerung des Grads der invertierbaren Garben auf Kurven.

Es existieren etliche, génzlich verschiedene Ansétze zur Definition und Be-
rechnung von Chern-Klassen. In jedem Fall nehmen sie Werte ¢;(£) € A*(X)
in gewissen abelschen Gruppen A*(X) an, die funktoriell von X abhingen.
Grothendieck [Grl] gab eine sehr einfache und direkte Definition der Chern-
Klassen, die nur auf der Axiomatik des Funktors X — A’(X) beruht. Als
Beispiel fiir so einen Funktor werden wir die Chow-Gruppen CH'(X) durch-
nehmen.

Programm

Vortrag 1: Chow-Gruppen

Diskutieren Sie die Zykelgruppen Z;(X), den Pushforward fiir eigentliche
Morphismen sowie die Chow-Gruppen CH;(X). Arbeiten Sie dabei zur Ein-
fachheit mit algebraischen Schemata, also solchen vom endlichen Typ {iber
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einem Grundkérper. Uberspringen Sie die Graduierung durch Kodimensi-
on. Verwenden Sie das Symbol CH;(X) statt A;(X) fiir die Chow-Gruppen.
Die Bemerkungen mit den hoheren Bildgarben R’ f,(F) konnen iibergangen
werden. Referenz: [Fu], Abschnitte 1.1-1.8, ohne 1.6 und 1.7. (ca. 4 Seiten)

Vortrag 2: Gysin-Abbildungen

Geben Sie die Filtration Z*(X) durch Kodimension an, beschreiben Sie den
Pullback (= Gysin-Abbildungen) fiir flache Morphismen bzw. Cartier-Divi-
soren und diskutieren Sie die exakte Sequenz zu einer offenen Einbettung (=
Mayer—Vietoris-Sequenz). Referenz: [Fu|, Abschnitte 1.6, 1.7, 1.9. (3 Seiten)

Vortrag 3: Grassmannsche Riaume
Beschreiben Sie die Konstruktion der Grassmannschen Raume als Schema,
das einen gewissen Funktor representiert. Referenz: [Se], Abschnitt 4.3.3.

Vortrag 4: Axiome fiir A*(X)

Diskutieren Sie die Axiome fiir den Funktor X +— A*(X), in dem die Chern-
Klassen liegen. Ersetzen Sie dabei die Graduierung: A*(X) statt A% (X). Pas-
sen Sie auch die Notation an: espaces algebriques non singulieres = reguléres
algebraisches Schema; fibre vectoriel = lokal freie Garbe vom endlichen Rang;;
P(X) = Picard-Gruppe Pic(X), clx(L) = Isomorphieklasse [£] einer inver-
tierbaren Garbe, P(F) = relatives homogene Spektrum Proj(Sym(EY). Re-
ferenz: [Grl], Abschnitt 2 (4 Seiten).

Vortrag 5: Definition und Eigenschaften der Chern-Klassen
Diskutieren Sie die Axiome der Chern-Klassen ¢;(£) € AY(X), und geben Sie
den Beweis der Eindeutigkeit und Existenz durch. Referenz: [Grl], Abschnitt
3 (4 Seiten).

Vortrag 6: Die Nullklasse zu einem regulédren Schnitt
Zeigen Sie, wie man die Chern-Klasse ¢, (€) fiir eine lokal freie Garbe £ vom

Rang r ausrechnen kann, falls man einen reguldren Schnitt hat. Referenz:
[Gr1], Abschnitt 5 (3 Seiten).

Vortrag 7: Multiplikationsgesetz im Chow-Gruppen

Diskutieren Sie die Multiplikation fiir Zyklen, die sich eigentlich schneiden,
und Chows Moving-Lemma. Referenz: [Fu], Abschnitt 2 und [DV], Abschnitt
1.02 (ca. 5 Seiten).
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Vortrag 8: Chow-Ring eines projektiven Biindels 21.01.
Berechnen Sie den Chow-Ring CH®*(P) eines projektiven Biindels P — X Hoppner
iiber einer reguldren Basis als Modul iiber CH®(X). Referenz: [DV], Abschnitt

I, Seite 47-50 (4 Seiten).

Vortrag 9: Der Satz von Riemann—Roch 28.01.
N.N.
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