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Aufgabe 1 (5 Punkte): Obere Abschätzungen von L(1, χ) und L′(1, χ)

Sei χ 6= χ0 ein Charakter mod q. Zeigen Sie:

(a) Für σ > 0 gilt L(s, χ) = s

∫ ∞
1

u−s−1X(u) du mit X(u) =
∑
n≤u

χ(n).

(b) Die beiden Abschätzungen |X(u)| ≤ u und |X(u)| ≤ q ergeben L(s, χ) = O(|s| log(q)) für
σ > 1− 1/ log(q).

(c) Die Cauchy-Integralformel für L′(s, χ) mit |w − s| = r, angewandt mit Kreisradius r =
(2 log(q))−1, liefert für σ > 1− (2 log(q))−1 die Abschätzung L′(s, χ) = O(|s| log2(q)).

Aufgabe 2 (4 Punkte): Satz von Mertens in Progressionen

Zeigen Sie für q ∈ N und (a, q) = 1 die Formel∑
p≤x

p≡a (q)

1

p
=

1

ϕ(q)
log log(x) + Oq(1).

Hinweis: Orthogonalitätsrelationen und Aufgabe 2 von Blatt 6.

Aufgabe 3 (6 Punkte): Anzahl primitiver Charaktere

Sei ϕ∗(q) die Anzahl der primitiven Charaktere mod q.

(a) Zeigen Sie, dass
∑
d|q

ϕ∗(d) = ϕ(q).

(b) Berechnen Sie mit (a) den Wert von ϕ∗ auf Primpotenzen und schließen Sie

ϕ∗(q) = q
∏
p‖q

(
1− 2

p

)∏
p2|q

(
1− 1

p

)2
.

(c) Folgern Sie, dass ϕ∗(q) = 0 ist für q ≡ 2 (4).


