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Teil A:

Aufgabe 1: Streifenweise Fortsetzung der Riemannschen Zetafunktion

Für z ∈ Z sei Dz = {s ∈ C; σ > z}. Man betrachte die ganzen Funktionen

hn(s) :=

∫ 1

0

dt

(n+ t)s
=

∫ n+1

n

dt

ts
und fn(s) :=

1

(n+ 1)s
− hn(s),

und zeige damit, dass

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

∑
n≥1

∫ 1

0

t dt

(n+ t)s+1

auf D1 und somit auch auf D0 \ {1} gilt. Man zeige weiter

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

2!

(
ζ(s+ 1)− 1

)
− s(s+ 1)

2!

∑
n≥1

∫ 1

0

t2 dt

(n+ 1)s+2
,

so dass ζ demnach holomorph auf D−1 \ {1} ist.
Wie lautet die Formel im nächsten Schritt, mit der sich die Holomorphie von ζ auf D−2 \ {1}
ergibt? Kann dies “streifenweise” fortgesetzt werden?

Aufgabe 2: Logarithmische Ableitung von ζ

Es sei σ > 1. Man zeige
1

ζ(s)
· ζ ′(s) = −

∑
p

log(p)

ps − 1
und damit

ζ ′

ζ
(s) = −

∑
n≥1

Λ(n)

ns
.

Aufgabe 3: Funktionalgleichung der Zetafunktion

Wie lautet die Funktionalgleichung ξ(s) = ξ(1 − s) für s ̸= 0, 1 in der (ausgeschriebenen)
symmetrischen Form und in der asymmetrischen Form? Wie werden diese hergeleitet?

Aufgabe 4: Der Wert von ζ bei 1/2

Zeigen Sie ζ(1/2) =
1

1−
√
2

∑
n≥1

(−1)n−1

√
n

.



Teil B:

Aufgabe 1:

Zeigen Sie mit der Regel von de l’Hopital, dass li(x) ∼ x
log(x)

gilt.

Aufgabe 2:

Es sei J(x) = π(x) + π(x1/2)/2 + π(x1/3)/3 + . . . . Zeigen Sie J(x) ∼ li(x) für x → ∞.

Aufgabe 3:

Zeigen Sie, dass π(x) =
∑
r≥1

µ(r)

r
J(x1/r).

Aufgabe 4:

Leiten Sie Ramanujans Approximation
d

dx
π(x) ≈ 1

x log(x)

∑
r

µ(r)

r
x1/r her.

Empfohlene Wiederholungen für Blatt 1:

AnZ 3: partielle Summation, Landau- und Vinogradov-Symbolik

AnZ 4: Grundlegende Sätze für Dirichletreihen

AnZ 8: Eulerscher Produktsatz, unendliche Produkte

AnZ 21: Mertenssätze

Für dieses Blatt außerdem: AnZ 2 (zahlentheoretische Funktionen)

und AnZ 5 (von zahlentheoretischen Funktionen erzeugte Dirichletreihen)


