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Aufgabe 1 (3 Punkte): Verschirfung einer Bedingung in der Herleitung der Mertenssiitze

Zeigen Sie, dass der PZS herleitbar ist aus der Annahme der Existenz des Grenzwertes

b= tim (328 oste).

p<z

Aufgabe 2 (7 Punkte): Fehlerterm im PZS, die (RH)

(a) Zeigen Sie unter Annahme der Riemannschen Vermutung (RH), dass w(2z) < 27 (z) fir
alle x > z¢ gilt. (Dies ist die Konvexitdtsvermutung bzw. "zweite” Hardy—Littlewood-
Vermutung m(z + y) < m(z) + 7(y) fiir hinreichend grofes x = y.)

(b) Inwieweit ldsst sich die Annahme der (RH) abschwéchen, so dass immer noch die Aussage
in (a) folgt? Gilt die Aussage unkonditionell?

Aufgabe 3 (5 Punkte): Natiirliche Zahlen mit Einschrinkungen an ihre Primteiler

(a) Sei P das Produkt einer beliebigen Menge von Primzahlen p < x. Zeigen Sie, dass

1 1
g (1 - 5) < exp ( - pglp . + O(l))
fiir x — oo gilt.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge der natiirlichen Zahlen < z, die keinen Primteiler p < log(z)
mit p = 2 (3) besitzen, die asymptotische Dichte 0 besitzt. Dafiir diirfen Sie verwenden,
dass die Dirichletdichte 0p,, der Menge P3 := {p € P; p =2 (3)} existiert.

Hinweis: Benutzen Sie den Mébius-Trick £((n, P)) = p* 1((n, P)) wie in Aufgabe 3 (a)
von Blatt 2, sowie Teil (a).



Wissensfragen zu AnZ22, AnZ23 (nur miindlich, ohne Abgabe):

AnZ22:

(1) Was besagt die (analytische Form) der Riemannschen Vermutung (RH)?

(2) Inwiefern héngen die Nullstellen von ¢ unmittelbar mit der Tschebyschev-Funktion 1)
zusammen?

(3) Wie lautet eine dquivalente Umformulierung der (RH) mit der Primzahlzéhlfunktion?

(4) Welche Verschirfung des Restterms im PZS gilt unter Annahme der (RH)?

(5) Konnen Sie eine Umformulierung der (RH) nennen, die ohne den Primzahlzéhlfunktionen
Y, ¥, m auskommt?

AnZ23:

(1) Wie definiert man die natiirliche Dichte einer Teilmenge A der natiirlichen Zahlen?
(2) Wie ist ihre Dirichlet-Dichte definiert?

(3) Welchen Zusammenhang zwischen diesen Dichte-Begriffen gibt es?

(4) Welche Dichte hat die Menge der Primzahlen?

(5)

5) Welche Dirichlet-Dichte hat die Menge der Primzahlen der reduzierten Restklasse a mod ¢

in der Menge aller Primzahlen? Héngt diese von a ab?

(6) Kann daraus unmittelbar der Primzahlsatz in arithmetischen Progressionen hergeleitet wer-
den?



