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Wintersemester 202526 U Disseldort »
Gruppentheorie I (Algebraische Gruppen) — Blatt 13

Abgabe der Losungen am 28.01.2026, in der Ubungsstunde, um 12.30 Uhr

Bitte reichen Sie schriftliche Losungen zu den Aufgaben 13.2 und 13.3 ein. Alle weiteren
Informationen zu der Vorlesung finden Sie auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/Gruppenl_WS2526/.

Aufgabe 13.1

(a) Sei K ein Korper und n € N. Bestimmen Sie alle K-Derivationen von der K-Algebra
A=K[Xy,...,X,] in sich, als A-Modul betrachtet.

Hinweis: Erlautern Sie zunéchst, wieso jede solche Derivation D eindeutig bestimmt ist
durch die speziellen Werte D(X3),..., D(X,).

(b) Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0, sei A eine kommutative K-Algebra und
D eDerg (A, A). Zeigen Sie: DP = Do ...oD e Derg(A,A).
———
p Faktoren

Aufgabe 13.2 (4 Punkte)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und f = X7 Xo + X2 + X} € K[ X3, X5]. Wir
betrachten die affine Varietdt V =0(f) c A2

(a) Zeigen Sie: V ist eine irreduzible Varietét.

(b) Bestimmen Sie fiir alle v € V' die Dimension des zugehorigen Tangentialraums T,V .

Aufgabe 13.3 (4 Punkte)

Sei : V' — W ein Morphismus zwischen affinen Varietdten iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper K, und sei ¢*: K[W] — K[V] der entsprechende K-Algebrenhomo-
morphismus.

(a) Zeigen Sie: Die Vorschrift d — d o ¢* vermittelt eine K-lineare Abbildung
Ay TyV = Ty W.

(b) Sei ¢:U — V ein weiterer Morphismus zwischen affinen Varietdten tiber K, und u € U.
Beweisen Sie die folgende Kettenregel:

d(w o @)u = dww(u) o dyy.

(c) Folgern Sie: Ist ¢: V' — W ein Isomorphismus, so ist di),: T,V = T,y W ein K-linearer
Isomorphismus zwischen den beiden Tangentialrdumen.

Bitte wenden!
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Aufgabe 13.4

Sei V' eine affine algebraische Varietét iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K.
Sei v e V, und setzte

M, = {f e K[V]| f(0) =0} « K[V].
(a) Zeigen Sie: Jedes d € Derg (K[V], K,) = T,V induziert eine K-lineare Abbildung

Cg My/M2 - K, g+ M2~ d(g).

(b) Zeigen Sie weiter: Die Abbildung T,V — Homg(M,/M2 K), d — £; liefert einen
[somorphisums von K-Vektorrdumen mit Umkehrabbildung

Homy (M,/M2 K) > T,V, Lwdy,

wobei d,(f) = L(f - f(v) + M2) fiir fe K[V] gelte.



