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Abgabe der Losungen bis 29.05.2026 um 10.30 Uhr zu Beginn der Ubung

Bitte geben Sie schriftliche Losungen zu den Aufgaben 6.1 und 6.4 ab, und bereiten Sie
die iibrigen Aufgaben fiir die Ubungsstunde vor; weitere Informationen auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/GruppenII_SS26/

Aufgabe 6.1 (4 Punkte)

Sei R eine Klasse von endlichen Gruppen, die unter (Isomorphie sowie) der Bildung von
Untergruppen und (endlichen) direkten Produkten abgeschlossen sei.

Zeigen Sie: Fiir die pro-K-Vervollstandigungen von abstrakten Gruppen G' und H gilt
kanonisch G x Hg 2 Gg x Hg.

Hinweis: Formulieren Sie zunéchst préazise aus, was mit ,kanonisch® gemeint ist.

Aufgabe 6.2
Sei R eine Klasse von endlichen Gruppen, die unter (Isomorphie sowie) der Bildung von

Untergruppen, Faktorgruppen und (endlichen) direkten Produkten abgeschlossen sei.

(a) Zeigen Sie: Jeder Homomorphismus ¢: G — H zwischen abstrakten Gruppen induziert
einen kanonischen stetigen Homomorphismus 1: Gg - Hg zwischen den entsprechenden
pro-R-Vervollstandigungen.

Folgern Sie: Die pro-R-Vervollsténdigung liefert einen kovarianten Funktor von der Ka-
tegorie der Gruppen in die Kategorie der pro-R-Gruppen.

Hinweis: Formulieren Sie zundchst prézise aus, was mit ,kanonisch gemeint ist.

(b) Sei ¥:G - H ein surjektiver Homomorphismus zwischen abstrakten Gruppen. Zeigen
Sie: Dann ist v: Gg — Hg ebenfalls surjektiv.

(c) Sei ¥9:G - H ein injektiver Homomorphismus zwischen abstrakten Gruppen. Beant-
worten Sie (mit Begriindung): Ist J: Gz - Hg notwendigerweise ebenfalls injektiv?

(d) Sei ¥:G — H surjektiv wie in (b). Zeigen Sie, dafs das kanonische Bild von Kern(?)
in Gy dicht in Kern(@\) liegt.

Bemerkung: Aus (b) und (d) folgt, daf der durch Vervollstandigung beschriebene Funktor
rechts-exakt im Sinne der Kategorientheorie ist.

Aufgabe 6.3

Sei @ eine pro-endliche Gruppe, und sei Z = lim . ZInZ < Ten Z]0Z.

(a) Seien g € G und X = (A, + nZ) ey € Z. Erliutern Sie: Der Grenzwert ¢ = lim,ey g
existiert in G und hingt, wie in der Notation bereits angedeutet, nur von g und A ab.

(b) Zeigen Sie: Fiir g € G ist Z -G, A\ g ein stetiger Homomorphismus; insbesondere
gilt also g+ = grg+ fiir alle \, u € Z.

(c) Zeigen Sie: Fiir alle g € G und A, ju € Z gilt (g’\)u = g,
(d) Begriinden Sie: Fiir g,k € G mit gh = hg und X € Z gilt (gh)* = g*h*.

Bitte wenden!
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Aufgabe 6.4 (4 Punkte)
Sei G eine residuell-endliche Gruppe mit pro-endlicher Vervollstindigung G.

Zeigen Sie fiir 2,y € G < G: Die Elemente z und y sind konjugiert in G genau dann, wenn
2N und yN in jeder endlichen Faktorgruppe G/N von G konjugiert sind.

Zusatzliche Aufgabe 6.5

Ziel dieser Aufgabe ist es, die Aussage in Aufgabe 6.4 anhand eines konkreten Beispiels
von B. A.F. Wehrfritz (1973) weiter zu verstehen. Betrachten Sie die Gruppe

G=(a,b,z,y|[a,b] =1,a" = a,b” = a®b,a? = a®,bY = b*, [z,y] = 1).
(a) Zeigen Sie: A = (af!) und B = (b} sind jeweils isomorph zu der additiven Gruppe
des Ringes der dyadischen rationalen Zahlen Z[/2].
(b) Zeigen Sie: Es gilt G=Hx Q mit H = (z,y) 2 ZxZ und Q = (a) udi¥)) = Ax B4 G.
(c) Erldutern Sie: G ist endlich erzeugt, torsionsfrei, metabelsch und residuell-endlich.

(d) Zeigen Sie: Die Konjugationsklasse von b in G ist b¢ = {a2""™b2" | m,n € Z}; insbe-
sondere ist ab nicht konjugiert zu b.

(e) Zeigen Sie: Fiir jedes N 9 G mit |G : N| < oo ist abN konjugiert zu bN in G/N.
Hinweis: Q/(Q n N) ist eine endliche Gruppe von ungerader Ordnung r. Betrachten Sie
a®b fir ¢t = 1)/,

Fazit: Die Elemente ab und b sind in jedem endlichen Bild von G konjugiert zueinander,
und damit auch in der pro-endlichen Vervollstindigung ; aber in G sind sie dennoch
nicht konjugiert.



