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Aufgabe 6.1

Sei G eine topologische Gruppe.

(a) Erläutern Sie: Für jede offene Umgebung U ⊆ G von 1 existiert eine offene Umgebung
V ⊆ G von 1 mit V −1V = {x−1y ∣ x, y ∈ V } ⊆ U .

(b) Folgern Sie: G ist hausdorffsch genau dann, wenn {1} ⊆abg G gilt.

(c) Verifizieren Sie: Der topologische Abschluß einer Untergruppe in G ist stets erneut
eine Untergruppe, d. h., H ≤ G impliziert H ≤ G.

(d) Zeigen Sie: Für jeden Normalteiler N ⊴ G ist G/N bzgl. der Quotiententopologie eine
topologische Gruppe; weiter ist der kanonische Homomorphismus π∶G→ G/N offen, d. h.,
für U ⊆off G ist auch π(G) ⊆off G/N .

Hinweis. Überprüfen Sie als erstes, daß die Abbildung π∶G→ G/N offen ist.

Aufgabe 6.2

Verifizieren Sie: Die topologische Gruppe PSL2(R) ist hausdorffsch, lokalkompakt, weg-
zusammenhängend, lokal wegzusammenhängend, aber nicht einfach zusammenhängend.

Hinweis. Für die letzte Aussage können Sie zum Beispiel folgenden Ansatz verfolgen. Die
topologische Gruppe PSL2(R) ≅Möb(H) wirkt auf ∂H ≅ S1, und wir erhalten eine stetige
Abbildung PSL2(R) → S1, indem wir die Bildpunkte eines fest gewählten Referenzpunk-
tes verfolgen. Verwenden Sie nun geeignet die Untergruppe von PSL2(R), deren Elemente
durch euklidische Drehmatrizen repräsentiert werden.

Aufgabe 6.3

(a) Seien τA, τB ∈ Möb(H) parabolisch bzw. hyperbolisch und mit einen gemeinsamen
Fixpunkt in H. Zeigen Sie: Die Gruppe Γ = ⟨τA, τB⟩ ≤Möb(R) ist nicht Fuchssch.
(b) Erläutern Sie: Sind ∆ ≤ Γ ≤ Möb(H) mit ∆ Fuchssch und ∣Γ ∶ ∆∣ < ∞, so ist auch Γ
Fuchssch.
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