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Wir erinnern an folgende Sprechweisen aus der Topologie. Ein topologischer Raum X
erfilllt das erste Abzihlbarkeitsaziom, falls jeder Punkt x € X eine abzéhlbare offene
Umgebungsbasis besitzt, d. h., es existiert eine abzéhlbare absteigende Kette U; 2 Uy 2 ...
von offenen Umgebungen von = in X dergestalt, dafl es zu jeder offenen Umgebung V'
von z in X stets ein hinreichend grofles ¢ € N mit U; ¢ V' gibt.

Der Raum X erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaziom, falls X eine abzdhlbare Basis (fir
seine offenen Mengen) besitzt.

Aufgabe 5.1

Erlautern Sie: Jeder metrische Raum X ist bzgl. der induzierten Topologie hausdorffsch
und geniigt dem ersten Abzihlbarkeitsaxiom.

Aufgabe 5.2

Die Sorgenfrey-Gerade ist der topologische Raum X mit Tragermenge R, dessen Topologie
durch die Basis B = {[a,b)g | a,b € R} gegeben ist: Die offenen Teilmengen von X sind
genau die Vereinigungen von halboffenen Intervallen aus 8.

Zeigen Sie: X ist nicht diskret, aber total unzusammenhéngend. Weiter geniigt X dem
ersten, aber nicht dem zweiten Abzahlbarkeitsaxiom. Die rationalen Zahlen Q liegen dicht
in X, und X ist nicht metrisierbar.

Bemerkung. Die Sorgenfrey-Topologie ist ,feiner® als die euklidische Topologie.

Aufgabe 5.3
Der topologische Raum X erfiille das erste Abzahlbarkeitsaxiom.

Zeigen Sie: Eine Teilmenge U ¢ X ist offen genau dann, wenn fiir jede Folge (,)nen, die
gegen einen Punkt x € U konvergiert, stets alle bis auf endlich viele Folgenglieder bereits
in U liegen.

Aufgabe 5.4

Sei f: X - Y eine Abbildung zwischen topologischen Raumen. Wir betrachten die beiden
Aussagen: (i) f ist stetig. (ii) Fiir jede Folge (2, )neny in X und z € X mit x,, - x gilt: Die
Bildfolge (f(xn))ney und f(z) erfillen f(x,) - f(x) in Y.

Zeigen Sie: Stets folgt (ii) aus (i), und, falls X dem ersten Abzahlbarkeitsaxiom geniigt,
so impliziert (ii) auch umgekehrt (i).

Aufgabe 5.5

Sei X ein kompakter topologischer Raum, und sei A € X eine diskrete, abgeschlossene
Teilmenge. Erldutern Sie: Dann ist A bereits endlich.
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