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Aufgabe 3.1

Erldutern Sie: Fiir z,w,u € H gilt: dy(z,w) = dg(z,u) + dg(u, w) genau dann, wenn u auf
der hyperbolischen Verbindungsstrecke von z nach w liegt, also u € [z, w]y gilt.

Aufgabe 3.2

Zeigen Sie: Die Gruppe PSLy(C) wirkt iiber Mobiustransformationen scharf 3-fach tran-
sitiv auf Cu {oo}, und das Doppelverhiltnis ist invariant unter dieser Wirkung.

Aufgabe 3.3
Zeigen Sie: Der hyperbolische Abstand zwischen z,w € H erfiillt die Gleichung

|z~ wl

2v/Im(z)Im(w)

Bemerkung. Die hyperbolische Sinusfunktion ist gegeben durch sinh(t) = 5(ef —e™).

sinh (2 dg (2, w)) =

Aufgabe 3.4

Sei f:H — R,y eine stetige Funktion und definiere die f-Lénge eines stiickweise stetig
differenzierbaren Weges o:[a,b] - H iiber das entsprechende Wegintegral:

6(0) = [ Fom) )t

Die f-Lénge sei invariant unter der Wirkung von SLy(R) iiber Mobiustransformationen,
d.h., es gelte {s(yo o) =l(o) fiir alle v € M6b(H) und alle C1-Wege o.

(a) Zeigen Sie: Es gilt f(v(2)) |y (2)| = f(2) fir alle z € HL.

(b) Folgern Sie: Fiir z = x + yi € H héngt f(z) nur von Im(z) =y ab.

(c) Folgern Sie: Es existiert ein ¢ € R, dergestalt, dafl f(y) = ¢/y fiir alle y € R, gilt.

Somit ist £; bis auf Skalierung schon die Laéngenfunktion ¢y, mit deren Hilfe wir den
hyperbolischen Abstand eingefiihrt haben.
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