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Aufgabe 2.1

Bestimmen Sie einen Homoomorphismus ¢:ID — D, der sich nicht stetig auf den Rand 0D
der offenen Kreisscheibe D fortsetzen léft. Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 2.2

Die hyperbolische Lénge eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges o:[a,b] - H
ist geméB Vorlesung durch ein Wegintegral iiber die (euklidische) Bogenlidnge gegeben.
Zeigen Sie in Bezug auf das Poincarésche Kreisscheibenmodell: Die entsprechende hyper-
bolische Linge eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges o:[a,b] - D ist gleich

to(0) = 2fabmp’(t)|dt.

Aufgabe 2.3

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Linge einer stetigen Kurve o:[a,b] - X ist definiert
als

(o) =sup{§:d(a(t,;),a(ti,1))|meN und to, ..., tm € R mit a =t < t, g...stm:b};

=1

=

besitzt o endliche Lénge, so heiflit o rektifizierbar. Wir setzen weiter voraus: Zu je zwei
Punkten z,y € X gibt es stets eine rektifizierbare Kurve von x nach y.

(a) Zeigen Sie: Die Abbildung d°: X x X — R, die jedem Punktepaar (z,y) das Infimum
aller Langen rektifizierbarer Kurven von x nach y zuordnet, liefert eine Abstandsfunktion,
so da3 X auch bzgl. d° einen metrischen Raum bildet.

Bemerkung. Wir nennen d° die abgeleitete Ldangenmetrik und (X,d°) den aus (X, d)
abgeleiteten Ldngenraum.

(b) Geben Sie einen metrischen Teilraum (X, d) der euklidischen Ebene an, fur den die
Metriken d und d° wesentlich verschieden sind. Geben Sie ebenfalls ein Beispiel fiir einen
Léngenraum (X,d°), in dem es Punkte z,y gibt, die sich nicht durch eine stetige Kurve
der Lange d°(x,y) verbinden lassen.

(c) Zeigen Sie: Stets gilt (d°)° = d°.

(d) Verifizieren Sie: Die zu je zwei Punkten z,w der hyperbolischen Ebene H in der
Vorlesung bestimmte minimierende C'-Geodétische von z nach w ist tatséchlich auch

der eindeutige kiirzeste Verbindungsweg unter allen rektifizierbaren stetigen Kurven von
z nach w. Insbesondere ist (H, dy) ein Lingenraum.
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