Prof. Dr. Benjamin Klopsch S
Dr. Ilaria Castellano h h U U;'asgfgtgf "
Wintersemester 2024,/25 Plsseldort B

Einfiihrung in die Gruppentheorie — Blatt 12

Abgabe der Losungen bis zum 14.01.2024 in der Ubungsstunde, um 14.30 Uhr

Bitte geben Sie schriftliche Losungen zu den Aufgaben 12.1 und 12.4 ab. Die anderen
Aufgaben sind miindlich, ggf. mit Notizen, vorzubereiten; weitere Informationen auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/EinfGruppen_WS2425/.

Aufgabe 12.1 (4 Punkte)

(a) Seien d,c € N. Entscheiden Sie, welche der folgenden Gruppenklassen sogar Grup-
penvarietdten sind und finden Sie, wenn moglich, definierende Worte: die Klasse (i) aller
Torsionsgruppen, (ii) aller d-erzeugten Gruppen, (iii) aller nilpotenten Gruppen der Nil-
potenzklasse hochstens c.

(b) Sei p eine Primzahl. Beschreiben Sie die Gruppenvarietiten, welche durch die folgen-
den 1-elementigen Wortmengen vermittelt werden:

() Wi ={lzr,22]es}, () Wo={laf, 271}, (i) Wy ={[[z1, 22], [x3, 24]]}.
(Beispiel: Wy = {[x1,x2]} vermittelt die Varietdt der abelschen Gruppen.)

Aufgabe 12.2

Sei F' = F,, = (x1,x9,...) eine freie Gruppe von abzihlbar unendlichem Rang, und sei
W ¢ F, aber W ¢ [F,F]. Zeigen Sie: Es exisitieren m € N und W, ¢ [F, F], so dass
W = {z"} uW, die Bedingung B(W) = V(W) erfiillt.

Hinweise: Betrachten Sie zunéchst den speziellen Fall W = {w}. Fiir geeignetes r € Ny ldsst
sich w in der Form w = z"*---2,""v mit my,...,m, € Z und v € [F, F'] schreiben. Setzen
Sie m = ggT(my,...,m,), und zeigen Sie: W({w}) = V({z™, ..., z,"",v}) = V({x", v}).
Verallgemeinern Sie ihr Resultat nun fiir endliches W und schliefflich fiir allgemeines W'.

Aufgabe 12.3
(a) Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir Elemente z,y, z einer beliebigen Gruppe:

[zy, 2] =[x, 2] [y, 2]  und  [x,yz] = [z,2][z,y]".

Folgern Sie fiir m € N daraus: [x,y]™ = [z™,y] = [z,y™] modulo v3({(z,y)).

(b) Sei G = (xy,...,x4) eine endlich erzeugte nilpotente Gruppe. Zeigen Sie induktiv: Fiir
jedes i € N ist v;G/7;;1G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

(¢) Sei G eine nilpotente Gruppe mit |G : 12G| < co. Zeigen Sie induktiv: Fiir jedes i € N
ist |G : 7i41G| < 00. Folgern Sie: G ist endlich.

Aufgabe 12.4 (4 Punkte)
(a) Sei G eine nilpotente Gruppe. Zeigen Sie, dass T'= {g € G | 3m € N : g™ = 1} eine
vollstiandig invariante Untergruppe von G bildet und G/T torsionsfrei ist.

Hinweis: Betrachten Sie, fiir z,y € T', die Untergruppe H = (x,y). Folgern Sie mit Hilfe
der vorstehenden Aufgabe z'ye HcT.

(b) Geben Sie eine Gruppe an, deren Torsionselemente keine Untergruppe bilden.
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