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Einfiihrung in die Gruppentheorie — Blatt 9

Abgabe der Losungen bis zum 10.12.2024 in der Ubungsstunde, um 14.30 Uhr

Aufgaben 9.1, 9.3 und 9.5 sind miindlich, ggf. mit Notizen, vorzubereiten. Bitte geben
Sie schriftliche Losungen zu den Aufgaben 9.2 und 9.4 ab; weitere Informationen auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/EinfGruppen_WS2425/.

Aufgabe 9.1

Zeigen Sie, dass eine freie Gruppe F' mit freiem Erzeugendensystem X der Michtigkeit
| X| > 2 stets ein triviales Zentrum hat.

Aufgabe 9.2 (4 Punkte)

Sei G eine Gruppe mit N 4 G und G/N frei. Zeigen Sie, dass N ein Komplement H in G
besitzt, so dass G = H x N gilt.

Hinweis: Wéhlen Sie Y ¢ G dergestalt, dass Y - G/N, y » yN eine Bijektion von Y auf
ein freies Erzeugendensystem von G/N liefert, und betrachten Sie H = (Y).

Aufgabe 9.3

Sei d € N, und sei F eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem X der Machtigkeit

d =|X| < 00. Die Linge eines Elementes g € F', geschrieben in Normalform ¢ = xflxsl

beziiglich X, sei £(g) =|l1|+ ... +]l4|-
Berechnen Sie, fiir n € Ny, die Anzahlen A, (F) =#{gec F |{(g) <n}.

Aufgabe 9.4 (4 Punkte)

Sei F eine freie Gruppe mit freiem Erzeugendensystem X. Wie {iblich bezeichne [F, F']

die Kommutatoruntergruppe von F. Fiir x € X und g € F, geschrieben in Normalform
g ="zl beziiglich X, seien J,(9) ={j|1<j<s, x;=2} und 0,(g) = X jeda(o) li-
Zeigen Sie: Es gilt g € [ F, F'] genau dann, wenn o,(g) = 0 fiir alle z € X ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung F' - [1,.x Z, g = (02(9))-

Aufgabe 9.5

Sei F' eine freie Gruppe.

(1) Zeigen Sie: F ist torsionsfrei.

(2) Sei H < F mit |F': H| < oo, und sei 1 # K < F. Zeigen Sie: Hn K # 1.
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