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Einfiihrung in die partiellen Differentialgleichungen

Aufgabe 1.1: (24242 Punkte)
Formulieren Sie die folgenden partiellen Differentialgleichungen geméfl Definition 1.2 als

F(z, (0%u(@))ocialer) =0, 7 €G
fiir geeignete n,m,l € N, k € Ny, ein geeignetes Gebiet G C R™ und eine geeignete Funktion
F:GxR™x...xR™) - R.
(i) —Au = f, wobei u, f : R? — R.
(ii) uy — A(u?) =0, wobei u : (0,00) x R™ — (0,00) und v > 1.
(iii) divu = g, wobei u: R™ — R™ und g : R" — R.

Handelt es sich jeweils um eine lineare, semilineare, quasilineare oder voll nichtlineare Gleichung?

Hinweis: Fiir eine Funktion u : J X Q = R, (¢, z1,...,2,) — u(t,z1,...,2,), wobei J C R und Q C R” setzen
wir Au := Z?:l ('9]2u. In Teil i) wird die Gleichung ohne Zeitintervall J interpretiert. In Teil ii) hingegen gibt
es ein Zeitintervall.

Aufgabe 1.2: (6 Punkte)
Seien U C R™ offen, f,g € C?(U) und v € (C*(U))™. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:

(i) Af=V-(Vf)

(i) V(fg9) = fVg+gVf

(i) V- (fo)=fV-v+v-Vf
)

(iv) A(fg) = fAg+gAf

Aufgabe 1.3: (1+3+42 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

u:B1(0) = R, (z,y)+—
0, (z,y) = 0.

(i) Zeigen Sie, dass u stetig ist.

(ii) Zeigen Sie, dass u stetig partiell differenzierbar ist (d.h. u € C*(B1(0))).

(ili) Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen d7u und d2u auf B;(0)\{0} existieren und keine stetige Fort-
setzung in den Punkt 0 erlauben, wohingegen sich Awu stetig auf ganz B;(0) fortsetzen ldsst.

Aufgabe 1.4:

Sei G C R? offen. Ein Vektorfeld V : G — R? wird als quellenfrei bezeichnet, falls div V' = 0. Die Rotation eines
Vektorfelds V : G — R? ist als

02V — 03V
rotV:=V xV = 83‘/1 *61‘/3
al‘/Q _82‘/1

definiert. Zeigen Sie, dass quellenfreie, hinreichend glatte elektrische/magnetische Felder E, H : (0,00)xG — R?,
die den Maxwell-Gleichungen

E;, —rot H =0, Hi+rot E=0

in einem Gebiet G’ C R? geniigen, jeweils eine Wellengleichung erfiillen.



