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Abgabe am 27.6.2018 bis 10:30 Uhr ‘ ‘ ‘ ‘

Matr-Nr. Gruppe

Bitte drucken Sie diese Seite aus und verwenden Sie sie als Deckblatt fiir Thre Losungen.

Wie {iblich sind alle Antworten zu begriinden/beweisen.

Aufgabe 1 (5 Punkte):
Welche der folgenden Behauptungen gelten fiir alle Kérpererweiterungen L/K und alle Elemente a € L?
(a) Das Element a hat Grad 1 iiber K genau dann, wenn a € K ist.
(b) Jedes Element von K (a) ldsst sich als K-Linearkombination von Potenzen von a schreiben.
(¢c) Wenn % sich als K-Linearkombination von Potenzen von a schreiben lésst, ist a algebraisch iiber K.
(d) Ist @’ € L ein weiteres Element, so dass K (a) = K(a’) gilt, so haben a und o’ das selbe Minimalpolynom iiber K.
(e) Ist @’ € L ein weiteres Element, so dass a und @’ das selbe Minimalpolynom iiber K haben, so ist schon a = a'.

Anmerkung: Mit einer ,,K-Linearkombination von Potenzen von a* ist ein Ausdruck der Form Y b;a’ gemeint fiir
b; € K.

Hinweis: Fiir einige Teilaufgaben ist Satz 3.2.5 niitzlich.

Aufgabe 2 (2 Punkte):
(a) Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 3.2.5: K := {ag + ar1V/2 + az(/2)? | ag, a1, a2 € Q} ist ein Unterkorper von C.

(b) Wenn man (a) ohne Satz 3.2.5 losen wollte, miisste man von Hand zeigen, dass die Kehrwerte der Elemente
von K wieder in K liegen. Machen Sie dies nur fiir das Element 1 + /2 (d.h. driicken Sie —L~ in der Form

1+ 32
ap + a1¥/2 + ax(¥/2)? aus fiir ag, a1, ay € Q).
Hinweis: Eine moglicher Losungsweg: Machen Sie aus

(a0 +a1¥2+ax(V2)?) - (14 ¥2) =1+0- V2 +0- (V2)?

drei lineare Gleichungen in den Variablen aq, a1, as mit Koeffizienten in Q.

Aufgabe 3 (5 Punkte):
Wir setzen (5 := €2™/5 € C (so dass ¢ = 1 ist) und f(X) := X° — 2. Zeigen Sie:
(a) f ist irreduzibel in Q[X].
(b) Die komplexen Nullstellen von f sind ¢Zv/2 fiir i = 0,1,2,3, 4.
(c) Im Korper Q(+/2) hat f genau eine Nullstelle.
Hinweis: Q(v/2) ¢ R
(d) Die Kérper Q(+/2) und Q(¢5+v/2) sind zwar isomorph (als Korper) aber nicht gleich (als Teilmengen von C).
Hinweis: Fiir einen Teil ist Satz 3.2.5 niitzlich.

(e) Der Korper L := Q(+/2,(5v/2) enthilt alle komplexen Nullstellen von f.
Hinweis: (5 € L.

Aufgabe 4 (4 Punkte):
(a) Zeigen Sie: v/3 ¢ Q(v/2).
(b) Zeigen Sie, dass [Q(v/2,v/3) : Q] = 4 ist.
Hinweis: Bestimmen Sie [Q(v/2,v/3) : Q(v/2)].
(c¢) Finden Sie das Minimalpolynom von « := V2 + /3 iiber Q.
Hinweis: Berechnen Sie Potenzen von « und suchen Sie eine Q-lineare Abhéngigkeit zwischen diesen Potenzen.
(Teil (b) gibt Thnen eine Obergrenze, bis zu welcher Potenz Sie gehen miissen.)

(d) Zeigen Sie: Q(v2,v3) = Q(vV2 + V/3).

Vorlesungswebseite: http://reh.math.uni-duesseldorf.de/“internet/Alg_SS18/
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