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Algebra

Mo 13.4.

1 Gruppen

1.1 Gruppen und Untergruppen

Konvention 1.1.1 Wir fassen 0 als natiirliche Zahl auf: N ={0,1,2,...}.

Definition 1.1.2 (a) Eine Gruppe ist ecine Menge G mit einer Verkniipfung
o: GXG — G und einem Element e € G, die die folgenden Gruppenariome
erfillen:

(i) Va,b,c € G: (aob)oc=ao (boc) (Assoziativitit)
(ii) Va € G: aoe=eoa=a (e ist ein neutrales Element.)
(iii) Va € G: I € G: aob=boa=e. (Existenz von Inversen.)
(b) Eine Gruppe G heifst kommutativ oder abelsch, wenn auflerdem gilt: Va,b €
G:aob=boa

Bemerkung 1.1.3 Das neutrale Element und die inversen Elemente sind eindeutig
durch die Verkniipfung o festgelegt, und es reicht, ,eine Richtung zu prifen:

(a) Istb € G so, dass fir alle a € G gilt: aob =10, dann ist b= e.
(b) Istboa =e, so ist b das Inverse von a (und umgekehrt).

Notation 1.1.4 (a) Die Verkniipfung wird oft auch als a - b oder ab geschrie-
ben (multiplikative Notation), und das neutrale Element wird manchmal 1
genannt. Fiir n € N setzen wir a® :=a---a und a=" := (a=1)™.

n mal
(b) Bei abelschen Gruppen verwendet man oft auch additive Notation: Ver-

kniipfung: a + b; neutrales Element: 0; Inverses von a: —a. Wir definieren
aucha—b:=a+(-b),0-a:=0,n-a:=a+---+a, (—n)-a:=n-(—a)
—_———

n mal

Bemerkung 1.1.5 Sei G eine Gruppe, und seien a,b € G.

(a) Wenn ein c € G ewistiert mit ac = be (oder ca = cb), so gilt a = b.
(b) Es gilt (ab)~™! =b"ta"?
(c) Es gilt (a=1)~! = a.
(d) Fiir beliebige m,n € Z gilt: a™ - a™ = a™ ™.
Beispiel 1.1.6 (a) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
(b) Ist K ein Kérper, so sind (K,4) und (K*,-) abelsche Gruppen. Hierbei ist
K> := K\ {0}.
(¢c) Ist auflerdem V ein K-Vektorraum, so ist (V,+) eine abelsche Gruppe.



(d) Die Menge
GL,(K) :={A e K™ | det A # 0}

der invertierbaren n X n-Matrizen tiber K ist eine Gruppe mit Matrizmulti-
plikation als Verkniipfung. Ist n > 2, so ist GL,(K) nicht abelsch.

Beispiel 1.1.7 Ist M eine Menge, so definiert man die symmetrische Gruppe
als
Sym(M) :={f: M — M| f ist bijektiv},

mit der Verkettung von Abbildungen als Verknipfung. Das neutrale Element ist
die Identitdtsabbildung idyr; das inverse Element zu f € Sym(M) ist die inverse
Abbildung. Elemente von Sym(M) nennt man auch Permutationen von M.

Wir setzen auch: S, := Sym({1,...,n}).

Definition 1.1.8 Seien G und H Gruppen. Das (direkte) Produkt von G und H
ist die Gruppe G x H mit der komponentenweiser Verkniipfung:

(a,b) - (a’,b) := (ad’, b))
fiira,a’ € G, b, € H.
Definition 1.1.9 Sei (G,o,¢e) eine Gruppe. Ist H C G eine Teilmenge, so dass

(H,olgxm,e) auch eine Gruppe ist, so nennt man H eine Untergruppe von G.
Die Notation H < G bedeutet, dass H eine Untergruppe von G ist.

Bemerkung 1.1.10 FEine Teilmenge H einer Gruppe G ist eine Untergruppe genau
dann, wenn H nicht leer ist, und wenn fiir alle a,b € H gilt: aob™ ' € H.

Beispiel 1.1.11 Ist G eine beliebige Gruppe, so sind G selbst und {e} Untergruppen
von G. ({e} nennt man die triviale Untergruppe.)

Beispiel 1.1.12 Ist G eine Gruppe und a € G, so ist {a™ | n € Z} eine Untergruppe
von G.

Bemerkung 1.1.13 Ist G eine Gruppe und sind H; < G Untergruppen, firi € I,
so ist auch der Schnitt (,c; H; eine Untergruppe von G.

Beispiel 1.1.14 Die Untergruppen von Z sind genau die Teilmengen der Form
nZ = {nk | k € Z}, fiir ein n € N. (Im Falln =0 ist nZ = {0}.)

Lemma 1.1.15 Ist G eine Gruppe und A C G eine beliebige Teilmenge, so existiert
unter allen Untergruppen von G, die A enthalten, eine kleinste.
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Zur Erinnerung: Ist M eine Menge von Mengen, so nennt man A € M die kleinste
Menge von M, wenn jede Menge B € M eine Obermenge von A ist. (Eine kleinste
Menge muss nicht immer existieren, aber wenn sie existiert, ist sie eindeutig.)

Definition 1.1.16 Sei G eine Gruppe.

(a) Ist A C G eine beliebige Teilmenge, so nennt man die kleinste Untergruppe
von G, die A enthdlt, die von A erzeugte Untergruppe. Notation fiir diese
Untergruppe: (A). Statt ({a1,...,an}) (firai,...,a, € G) schreibt man auch
<CL1, NN ,an>.

(b) Gilt (A) = G, so sagt man, die Elemente von A sind Erzeuger von G; und:
G wird von (den Elementen von) A erzeugt.

(¢) Wird G von einem eizelnen Element erzeugt (d. h. G = {(a) fir eina € G), so
nennt man G zyklisch.

Beispiel 1.1.17 Ist G eine Gruppe und a € G, so ist {a) = {a™ | n € Z}.

Beispiel 1.1.18 Ist G abelsch und sind aq,...,a, € G, so ist

(a1,...,an) ={al*---ay" | r1,...,my € Z}.

1.2 Gruppenhomomorphismen und Normalteiler

Definition 1.2.1 Seien G und H Gruppen.

(a) Ein (Gruppen-)Homomorphismus ist eine Abbildung f: G — H, fir die

gilt:

Va,b € G: f(ab) = f(a)f(b).
Die Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach H wird mit Hom(G, H)
bezeichnet.

(b) Das Bild von f istim f := {f(a) | a € G}; der Kern von f ist ker f := {a €
G| f(a) =e}.

(c) FEin Isomorphismus von Gruppen ist ein bijektiver Gruppenhomomorphis-
mus. Zwei Gruppen G und H heiffen isomorph (zueinander), wenn ein Iso-
morphismus G — H existiert. Notation dafir: G = H

(d) Ein Automorphismus einer Gruppe G ist ein Isomorphismus von G nach
G. Die Menge der Automorphismen von G wird mit Aut(G) bezeichnet.

Bemerkung 1.2.2 Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt f(e) = e,
und fiir a € G gilt f(a™t) = f(a)~".

Bemerkung 1.2.3 Die Verkniipfung von zwei Gruppenhomomorphismen ist wie-
der ein Gruppenhomomorphismus, und das Inverse eines Gruppenisomorphismus-

ses ist ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere ist Aut(G) eine Untergruppe von
Sym(G).



Beispiel 1.2.4 Ist G eine Gruppe und a € G, so ist Z — G,n — a” ein Gruppen-
homomorphismus. Das Bild davon ist (a).

Beispiel 1.2.5 Ist G eine Gruppe und a € G ein fest gewdhltes Element, so ist
G — G,z — azxa™! ein Automorphismus von G. Diese Abbildung nennt man die
Konjgugation mit a.

Lemma 1.2.6 Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus (insbesondere seien
G, H Gruppen) so ist im f eine Untergruppe von H. Allgemeiner gilt: Ist G’ < G
eine Untergruppe, so ist f(G') eine Untergruppe von H. Auferdem: Wird G' von
A C G erzeugt, so wird f(G') von f(A) erzeugt.

Definition 1.2.7 Ein Normalteiler (auch: normale Untergruppe) von G ist
eine Untergruppe N < G, fiir die gilt: Fiir allea € N und alleb € G gilt bab=' € N.
Die Notation N 4G bedeutet, dass N ein Normalteiler von G ist.

Bemerkung 1.2.8 (a) Flir beliebige Gruppen G sind sowohl G als auch {e} Nor-
malteiler von G.
(b) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G bereits ein Normalteiler von G.

Lemma 1.2.9 Sind G und H Gruppen und ist f: G — H ein Gruppenhomomor-
phismus, so ist ker f ein Normalteiler von G. Allgemeiner gilt: Ist H' < H eine
Untergruppe bzw. ein Normalteiler von H, so ist f~1(H') eine Untergruppe bzw.
ein Normalteiler von G.

1.3 Nebenklassen und Quotienten

Definition 1.3.1 Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.

(a) Eine Linksnebenklasse von H ist eine Menge der Form aH := {ah | h €
H} fir a € G. Die Menge aller Linksnebenklassen von H wird mit G/H
bezeichnet.

(b) Fine Rechtsnebenklasse von H ist eine Menge der Form Ha := {ha | h €
H} fir a € G. Die Menge aller Rechtsnebenklassen von H wird mit H\G
bezeichnet.

Bemerkung: Wenn wir additive Notation verwenden, schreiben wir Nebenklassen
alsa+H={a+h|heH}.

Lemma 1.3.2 Ist G eine Gruppe und N <G ein Normalteiler und a € G, so gilt
aN = Na. Insbesondere sind Linksnebenklassen das gleiche wie Rechtsnebenklassen,
und man spricht einfach von Nebenklassen.
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Lemma 1.3.3 Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.

(a) Die Menge der Linksnebenklassen von H bildet eine Partition von G, d.h.
jedes Element a € G liegt in genau einer Linksnebenklasse, namlich a € aH .

(b) Zwei Elemente a,b € G liegen in der gleichen Linksnebenklasse von H genau
dann, wenn a~'b € H gilt.

(c) Jede Linksnebenklasse von H hat die gleiche Kardinalitat wie H (d.h. fir
beliebige a € G gilt: #(aH) = #H ).

Analoge Aussagen gelten fiir Rechtsnebenklassen.

Definition 1.3.4 Sei G eine Gruppe.

(a) Statt ,Kardinalitit von G* sagt man auch Ordnung von G. (Als Notation
verwendet man trotzdem #G.)

(b) Der Index einer Untergruppe H < G ist definiert durch (G : H) := #(G/H) €
NU {oo}. (Manche Leute schreiben auch [G : H| fir den Index von H in G.)

Notation 1.3.5 Sind a,b € Z, so schreiben wir a | b, wenn a ein Teiler von b ist,
d. h. wenn ein ¢ € Z existiert, so dass ac = b ist. Man sagt auch ,,a teilt b*“.

Satz 1.3.6 (Satz von Lagrange) Ist G eine Gruppe und H < G eine Untergrup-
pe, so qgilt #G = #H - (G : H). Insbesondere gilt #H | #G.

Bemerkung 1.3.7 Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus mit Kern N <G
und sind a,b € G, so gilt f(a) = f(b) genau dann wenn aN = bN. Insbesondere ist
[ injektiv genau dann, wenn ker f = {e} ist.

Satz 1.3.8 Sei G cine Gruppe und N <G ein Normalteiler.
(a) Fira,be G gilt: {a'V' | ' € aN,b € bN} = (ab)N.
(b) Die Menge G/N wird mit der Verknipfung (aN)-(bN) := (ab)N eine Gruppe.
(¢) Die Abbildung G — G/N,a — aN st ein surjektiver Gruppenhomomorphis-
mus mit Kern N.

Definition 1.3.9 Die Gruppe G/N (,G modulo N*) aus dem vorigen Satz wird
Quotientengruppe (oder manchmal auch Faktorgruppe) genannt.

Notation 1.3.10 Ist G eine Gruppe, N <G und a € G, so schreiben wir fir die
Nebenklasse aN € G/N manchmal auch a. Diese Abbildung G — G/N nennt man
auch die kanonische Abbildung.

Beispiel 1.3.11 Fiir n > 1 ist Z/nZ = {0,1,...,n — 1}.

Definition 1.3.12 Fine Gruppe G heifit einfach, wenn G und {e} ihre einzigen
Normalteiler sind.
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Beispiel 1.3.13 Ist p eine Primzahl, so ist jede Gruppe der Ordnung p einfach.
Insbesondere ist Z/pZ einfach.

1.4 Der Homomorphiesatz und Anwendungen

Satz 1.4.1 (Homomorphiesatz) Seien G und H Gruppen und f: G — H ein
Homomorphismus. Dann erhalten wir einen Isomorphismus

f:G/ker f —im f,a — f(a).

Satz 1.4.2 Ist G eine Gruppe und a € G, so existiert ein n € N, so dass man einen
Isomorphismus
Z/nZ — {(a),m — a™

erhdlt. Insbesondere ist jede zyklische Gruppe isomorph zu Z/nZ, fir ein n € N.
Definition 1.4.3 Sei G eine Gruppe. Die Ordnung ord(a) eines Elements a von G
ist die definiert als die Ordnung der von a erzeugten Gruppe (a). Ist (a) unendlich,
so setzt man ord(a) := co.

Die Ordnung eines Elements a ist 1 genau dann, wenn a das neutrale Element ist.
Bemerkung 1.4.4 Sei G eine Gruppe und a € G. Ist ord(a) € N, so gilt a™ =1
genau dann, wenn m ein Vielfaches von ord(a) ist. Insbesondere ist ord(a) die

kleinste positive natiirliche Zahl n, so dass a™ = e gilt. Ist ord(a) = oo, so ist
a™ # e fiir alle m # 0.

Satz 1.4.5 Ist G eine endliche Gruppe und a € G, so ist a#% = e.

Satz 1.4.6 (Kleiner Satz von Fermat) Ist p eine Primzahl und a € Z nicht
durch p teilbar, so ist aP~t — 1 durch p teilbar.

Bemerkung 1.4.7 Fiir jede Primzahl p existiert bis auf Isomorphie genau eine
Gruppe der Ordnung p, namlich Z/pZ.

1.5 Die symmetrischen und alternierenden Gruppen

Notation 1.5.1 Sind z1,...,x, paarweise verschiedene Elemente von {1,...,n},
so ist

1 2 .. n

1 T2 o Tp
eine Notation fir das Element o € S, das i auf x; abbildet, firi=1,...,n.
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Definition 1.5.2 (a) Sei k > 2. Fin Element o € S, heifst Zyklus (der Ldinge
k), wenn es paarweise verschiedene x1,...,x, € {1,...,n} gibt, so dass gilt:
o(x;) = wipq fir 1 <i<k;o(xg)=x1;0(y) =y fallsy ¢ {x1,...,x}. Die
Menge {x1,...,x} nennt man den Trager von o. Meine Notation fir einen
solchen Zyklus: 71, T, ..., xx . Andere (iiblichere) Notationen: (x1,xa, ..., Tk),
(1 x9 -+ k).

(b) Zykel der Linge 2 nennt man auch Transpositionen. Transpositionen der

/e e .
Form x,x + 1 nennt man Nachbartranspositionen.
Lemma 1.5.3 Sind 0,0’ € S,, Zykel mit disjunkten Tragern, so gilt oo’ = o'o.
Satz 1.5.4 Jedes Element o € S, ldsst sich als Produkt o1 --- oy von Zykeln o
schreiben, die paarweise disjunkte Trdger haben. Diese Schreibweise ist eindeutig

bis auf Reihenfolge. (Man nennt dies die Zykelzerlegung von o.)

Satz 1.5.5 S,, wird von den Nachbartransposition erzeugt (d. h. jedes Element von
Sy ldsst sich als Produkt von Nachbartransposition schreiben).

Lemma 1.5.6 Ist 0 = T1,..., x5 ein Zyklus und T € S, beliebig, so ist ToT~1 =
A Aoeeeee——
T(.’L’l),...,T(.rk).

Insbesondere: Ist NV <.S,, ein Normalteiler, der einen Zyklus der Lénge k enthélt, so
enthélt IV alle Zyklen der Lange k.

Definition 1.5.7 Seio € S,,.
(a) Die zugehirige Permutationsmatrix ist diejenige Matriz A, € Z"*", die
e; € Z" abbildet auf eg;y firi=1,...n.
(b) Das Signum von o ist definiert als sgn(o) := det(A,).

Ist Ay = (a4j)ij, so ist also a,(;); = 1 fiir alle 7, und alle restlichen Eintrége sind 0.

Lemma 1.5.8 Die Signum-Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus von S, nach
{%1}. Lasst sich o € Sy, als Produkt von k Transpositionen schreiben, so ist sgn(o) =
(—=1)k.

Mi 29.4.

Bemerkung 1.5.9 Das Signum eines Elements o € S,, lisst sich auch wie folgt
berechnen: Ein Fehlstand von o ist ein Paar a,b € {1,...,n} mit a < b und
o(a) > o(b). Es gilt: sgn(o) = —1#{(@.0)[(a,b) ist Fehlstand}

Definition 1.5.10 Die alternierende Gruppe A, < S, ist der Kern vonsgn: S,, —

{+1}.



Bemerkung 1.5.11 S,, hat Ordnung n!. Ist n > 2, so hat A,, Ordnung %'
Beispiel 1.5.12 Die Gruppen Ay und As sind trivial. As = Z/37Z.

Satz 1.5.13 Firn > 5 ist A, einfach.

Bemerkung 1.5.14 Die Menge

~~ N I V)
V=1{id 1,203,4,1,302,4,1,40 2,3}

ist ein Normalteiler von Ay, die kleinsche Vierergruppe. (Dies werden wir spiter
tberprifen.) Also ist Ay nicht einfach.

1.6 Operationen von Gruppen auf Mengen

Definition 1.6.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Fine Gruppenwirkung
(auch: Gruppenoperation) von G auf X ist ein Gruppenhomomorphismus A von
G nach Sym(X). Ist a € G und x € X, so schreiben wir meistens A(z) statt

(Aa))(x)-

Bemerkung 1.6.2 Fine Gruppenwirkung A: G — Sym(X) kann man auch auf-
fassen als eine Abbildung G x X — X, (a,x) — (), also eine Verknipfung von
Elementen von G mit Elementen von X, die Elemente von X liefert. Manchmal
verwendet man auch eine entsprechende Notation, d. h. man schreibt ax statt \,(x).

Beispiel 1.6.3 FEinige Gruppen kommen mit einer natirlichen Gruppenwir-
kung: S, wirkt auf {1,...,n}, GL,(K) wirkt auf K™ (fir Kérper K), Aut(Q)
wirkt auf G (fir Gruppen G).

Bemerkung 1.6.4 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X wirkt. Dann gilt fiir
alle a,b € G und alle x,y € X:

(a) ex = .
(b) (ab)x = a(bx).

(c) Ist ax =y, so ist a~ly = .

Bemerkung 1.6.5 Wirkt eine Gruppe G auf einer Menge X, so wirkt auch jede
Untergruppe H < G auf X.

Beispiel 1.6.6 Jede Gruppe G operiert auf mehrere Weisen auf sich selbst:

(a) durch links-Multiplikation: G — Sym(G), a — (b — ab).
(b) durch rechts-Multiplikation: G — Sym(G),a > (b+ ba™1).
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(c) durch Konjugation (vgl. Beispiel 1.2.5): G — Sym(G),a +— (b aba™!).

Satz 1.6.7 (Satz von Cayley) Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer Un-
tergruppe von Sy, fir ein geeignetes n € N.

Definition 1.6.8 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X wirkt, und sei x € X.

(a) Die Bahn von z ist die Menge Gz :={ax |a € G} C X.

(b) Gilt Gz = {x}, so nennt man x einen Fixzpunkt dieser Gruppenwirkung.

(¢) Gilt Gx = X (fir ein beliebiges x € X ), so sagt man, ,,G wirkt transitiv auf
X

Bemerkung 1.6.9 Die Menge {Gz | x € X} aller Bahnen ist eine Partition von
X. Zwer Elemente x,y € X liegen in der gleichen Bahn genau dann, wenn ein
a € G existiert mit ax = y.

Beispiel 1.6.10 Sei G eine Gruppe und X die Menge aller Untergruppen von G.
Dann wirkt G durch Konjugation auf X: a — (H + aHa™'). Eine Untergruppe
H € X ist ein Normalteiler von G genau dann, wenn H ein Fizpunkt der Wirkung
15t.

Definition 1.6.11 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X wirkt, und seien
a€GundxeX.

(a) Man sagt, a stabilisiert x oder a hdlt x fest, wenn ax = x gilt.
(b) Der Stabilisator von z ist Stabg(z) :={a € G | ax = x}.

Bemerkung 1.6.12 Stabg(z) ist eine Untergruppe von G. Es gilt Stabg(z) = G
genau dann, wenn x ewn Fizpunkt der Wirkung ist.

Satz 1.6.13 (Bahnenformel) Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer endli-
chen Menge X wirkt, und seien Guy,...,Gzxy die Bahnen dieser Wirkung (mit
Gz, # Gx; fir i # j). Dann gilt

#G

#(Gi) = (G Stab 1) = g —os

und insbesondere X
#G
X = —_—
# Z #(Stabg x;)

i=1

11
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1.7 Auflésbarkeit und p-Gruppen

Definition 1.7.1 FEine Gruppe heifst auflésbar, wenn eine Folge von Untergrup-
pen {e} = G, < G,_1 < -+ < Gy = G existiert, so dass G;y1 ein Normalteiler
von G; ist und der Quotient G;_1/G; abelsch ist fir i = 1,...,r. Die Gruppen

G, <--- < Gg nennt man eine Auflésung von G.

Bemerkung 1.7.2 Ist {e} = G, < G,—1 < -+ < Gy = G eine Auflosung einer
endlichen Gruppe G, so gilt #G =T[_; #(G;—1/G;).

Beispiel 1.7.3 Firn <4 ist S, auflosbar.

Bemerkung 1.7.4 Sind G1,Gy Gruppen, N1 < Gy, N2 < Gy Normalteiler und ist
f:+ G1 = Gy ein Gruppenhomomorphismus mit f(N1) C Na, so erhalten wir einen
wohldefinierten Gruppenhomomorphismus G1/N1 — Ga/Na, der aN1 auf f(a)Ny
abbildet.

Lemma 1.7.5 Sei G eine auflosbare Gruppe. Dann ist auch jede Untergruppe von
G auflésbar, und ist N 4G ein Normalteiler, so ist auch G/N auflosbar.

Beispiel 1.7.6 Firn > 5 ist S, nicht aufiésbar.
Lemma 1.7.7 Ist G endlich und auflosbar, so existiert eine Auflosung {e} = G, <
-+ < Gog =G von G, so dass die Quotienten G;—1/G; isomorph zu Z/p;Z sind, fir

Primzahlen p;.

Korollar 1.7.8 Ist G eine endliche aufldsbare Gruppe und ist p eine Primzahl, die
#G teilt, so existiert ein a € G der Ordnung p.

Definition 1.7.9 Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe G,
deren Ordnung eine Potenz von p ist.

Satz 1.7.10 Jede p-Gruppe ist auflosbar.

Definition 1.7.11 Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge Z(G) := {a € G |
Vb € G: ab = ba} der Elemente, die mit allen Elementen von G kommutieren.

Bemerkung 1.7.12 Das Zentrum einer Gruppe ist immer abelsch.
Lemma 1.7.13 Jede Untergruppe H < Z(G) ist ein Normalteiler von G.
Lemma 1.7.14 Ist G eine nicht-triviale p-Gruppe, so ist Z(G) nichi-trivial.

Korollar 1.7.15 Ist G eine Gruppe der Ordnung p?, fiir eine Primzahl p, so ist G
abelsch.
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1.8 Die Sylow-Satze

Definition 1.8.1 Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe. Wir schreiben
die Ordnung von G als #G =m - p® fiir £,m € N mit ptm.

(a) Fine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe, die eine p-Gruppe ist (also
der Ordnung p* fiir ein k < £).
(b) Eine Sylow-p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung genau

pt.

Notation 1.8.2 Sind a,b € Z und ist n € Nyn > 1, so bedeutet a = b mod n
(Aussprache: ,a ist kongruent zu b modulo n“), dass a — b durch n teilbar ist.

Satz 1.8.3 (Sylow-Sétze) Sei G endlich und sei p eine Primzahl. Wir schreiben
#G =m - p* fiir £, m € N mit pt m. Dann gilt:

(a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer Sylow-p-Untergruppe enthalten.
b) Alle Sylow-p-Untergruppen von G sind konjugiert, d. h. sind P, P’ < G Sylow-
Y g jug Y
p-Untergruppen, so gibt es ein a € G mit aPa~! = P’.
c¢) Ist s, die Anzahl der Sylow-p-Untergruppen von G, so gilt s, =1 mod p und
P P
sp | m.

Bemerkung 1.8.4 Insbesondere folgt, dass G mindestens eine Sylow-p- Untergruppe
besitzt.

Bemerkung 1.8.5 Auflerdem folgt: Eine Sylow-p-Untergruppe P < G ist ein Nor-
malteiler von G genau dann, wenn P die einzige Sylow-p-Untergruppe von G ist.

Beispiel 1.8.6 (a) A4 hat vier Sylow-3-Untergruppen.
(b) Die kleinsche Vierergruppe V. aus Bemerkung 1.5.14 ist die einzige Sylow-2-

Untergruppe von A4 und damit ein Normalteiler.

Lemma 1.8.7 Ist G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl mit p | #G, so
ezistiert eine Sylow-p-Untergruppe von G.

Lemma 1.8.8 Sei G eine endliche Gruppe, P < G eine Sylow-p-Untergruppe und
H < G eine p-Gruppe. Wir nehmen an, dass fiir alle h € H gilt: hPh~' = P. Dann
ist H<P.

Korollar 1.8.9 (Satz von Cauchy) Ist G eine endliche Gruppe und p eine Prim-
zahl mit p | G, so existiert in G ein Element der Ordnung p.

Korollar 1.8.10 Gruppen der Ordnung pq, fir Primzahlen q,p, sind auflosbar.

Korollar 1.8.11 Seien p und q Primzahlen mit ¢ > p und p{ (¢ — 1). Dann gibt
es bis auf Isomorphie nur eine Gruppe der Ordnung pq, namlich Z/pqZ.
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