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Algebra
Mo 13.4.

1 Gruppen

1.1 Gruppen und Untergruppen

Konvention 1.1.1 Wir fassen 0 als natürliche Zahl auf: N = {0, 1, 2, . . . }.

Definition 1.1.2 (a) Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verknüpfung
◦ : G × G → G und einem Element e ∈ G, die die folgenden Grup-
penaxiome erfüllen:
(i) ∀a, b, c ∈ G : (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) (Assoziativität)
(ii) ∀a ∈ G : a ◦ e = e ◦ a = a (e ist ein neutrales Element.)
(iii) ∀a ∈ G : ∃b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a = e. (Existenz von Inversen.)

(b) Eine Gruppe G heißt kommutativ oder abelsch, wenn außerdem gilt:
∀a, b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a

Bemerkung 1.1.3 Das neutrale Element und die inversen Elemente sind ein-
deutig durch die Verknüpfung ◦ festgelegt, und es reicht, „eine Richtung zu prü-
fen“:

(a) Ist b ∈ G so, dass für alle a ∈ G gilt: a ◦ b = b, dann ist b = e.
(b) Ist b ◦ a = e, so ist b das Inverse von a (und umgekehrt).

Notation 1.1.4 (a) Die Verknüpfung wird oft auch als a · b oder ab geschrie-
ben (multiplikative Notation), und das neutrale Element wird manch-
mal 1 genannt. Für n ∈ N setzen wir an := a · · · a︸ ︷︷ ︸

n mal

und a−n := (a−1)n.

(b) Bei abelschen Gruppen verwendet man oft auch additive Notation: Ver-
knüpfung: a+ b; neutrales Element: 0; Inverses von a: −a. Wir definieren
auch a− b := a+ (−b), 0 · a := 0, n · a := a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n mal

, (−n) · a := n · (−a)

Bemerkung 1.1.5 Sei G eine Gruppe, und seien a, b ∈ G.

(a) Wenn ein c ∈ G existiert mit ac = bc (oder ca = cb), so gilt a = b.
(b) Es gilt (ab)−1 = b−1a−1

(c) Es gilt (a−1)−1 = a.
(d) Für beliebige m,n ∈ Z gilt: am · an = am+n.

Beispiel 1.1.6 (a) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
(b) Ist K ein Körper, so sind (K,+) und (K×, ·) abelsche Gruppen. Hierbei

ist K× := K \ {0}.
(c) Ist außerdem V ein K-Vektorraum, so ist (V,+) eine abelsche Gruppe.
(d) Die Menge

GLn(K) := {A ∈ Kn×n | detA ̸= 0}

der invertierbaren n×n-Matrizen über K ist eine Gruppe mit Matrixmul-
tiplikation als Verknüpfung. Ist n ≥ 2, so ist GLn(K) nicht abelsch.
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Beispiel 1.1.7 Ist M eine Menge, so definiert man die symmetrische Grup-
pe als

Sym(M) := {f : M → M | f ist bijektiv},

mit der Verkettung von Abbildungen als Verknüpfung. Das neutrale Element ist
die Identitätsabbildung idM ; das inverse Element zu f ∈ Sym(M) ist die inverse
Abbildung. Elemente von Sym(M) nennt man auch Permutationen von M .
Wir setzen auch: Sn := Sym({1, . . . , n}).

Definition 1.1.8 Seien G und H Gruppen. Das (direkte) Produkt von G
und H ist die Gruppe G×H mit der komponentenweiser Verknüpfung:

(a, b) · (a′, b′) := (aa′, bb′)

für a, a′ ∈ G, b, b′ ∈ H.

Definition 1.1.9 Sei (G, ◦, e) eine Gruppe. Ist H ⊆ G eine Teilmenge, so dass
(H, ◦|H×H , e) auch eine Gruppe ist, so nennt man H eine Untergruppe von
G. Die Notation H ≤ G bedeutet, dass H eine Untergruppe von G ist.

Bemerkung 1.1.10 Eine Teilmenge H einer Gruppe G ist eine Untergruppe
genau dann, wenn H nicht leer ist, und wenn für alle a, b ∈ H gilt: a◦ b−1 ∈ H.

Beispiel 1.1.11 Ist G eine beliebige Gruppe, so sind G selbst und {e} Unter-
gruppen von G. ({e} nennt man die triviale Untergruppe.)

Beispiel 1.1.12 Ist G eine Gruppe und a ∈ G, so ist {an | n ∈ Z} eine Unter-
gruppe von G.

Bemerkung 1.1.13 Ist G eine Gruppe und sind Hi ≤ G Untergruppen, für
i ∈ I, so ist auch der Schnitt

⋂
i∈I Hi eine Untergruppe von G.

Beispiel 1.1.14 Die Untergruppen von Z sind genau die Teilmengen der Form
nZ = {nk | k ∈ Z}, für ein n ∈ N. (Im Fall n = 0 ist nZ = {0}.)

Mi 15.4.

Lemma 1.1.15 Ist G eine Gruppe und A ⊆ G eine beliebige Teilmenge, so
existiert unter allen Untergruppen von G, die A enthalten, eine kleinste.

Zur Erinnerung: Ist M eine Menge von Mengen, so nennt man A ∈ M die
kleinste Menge von M, wenn jede Menge B ∈ M eine Obermenge von A ist.
(Eine kleinste Menge muss nicht immer existieren, aber wenn sie existiert, ist
sie eindeutig.)

Definition 1.1.16 Sei G eine Gruppe.

(a) Ist A ⊆ G eine beliebige Teilmenge, so nennt man die kleinste Untergruppe
von G, die A enthält, die von A erzeugte Untergruppe. Notation für
diese Untergruppe: ⟨A⟩. Statt ⟨{a1, . . . , an}⟩ (für a1, . . . , an ∈ G) schreibt
man auch ⟨a1, . . . , an⟩.

4



(b) Gilt ⟨A⟩ = G, so sagt man, die Elemente von A sind Erzeuger von G;
und: G wird von (den Elementen von) A erzeugt.

(c) Wird G von einem eizelnen Element erzeugt (d. h. G = ⟨a⟩ für ein a ∈ G),
so nennt man G zyklisch.

Beispiel 1.1.17 Ist G eine Gruppe und a ∈ G, so ist ⟨a⟩ = {an | n ∈ Z}.

Beispiel 1.1.18 Ist G abelsch und sind a1, . . . , an ∈ G, so ist

⟨a1, . . . , an⟩ = {ar11 · · · arnn | r1, . . . , rn ∈ Z}.

1.2 Gruppenhomomorphismen und Normalteiler

Definition 1.2.1 Seien G und H Gruppen.

(a) Ein (Gruppen-)Homomorphismus ist eine Abbildung f : G → H, für
die gilt:

∀a, b ∈ G : f(ab) = f(a)f(b).

Die Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach H wird mit Hom(G,H)
bezeichnet.

(b) Das Bild von f ist im f := {f(a) | a ∈ G}; der Kern von f ist ker f :=
{a ∈ G | f(a) = e}.

(c) Ein Isomorphismus von Gruppen ist ein bijektiver Gruppenhomomor-
phismus. Zwei Gruppen G und H heißen isomorph (zueinander), wenn
ein Isomorphismus G → H existiert. Notation dafür: G ∼= H

(d) Ein Automorphismus einer Gruppe G ist ein Isomorphismus von G
nach G. Die Menge der Automorphismen von G wird mit Aut(G) bezeich-
net.

Bemerkung 1.2.2 Ist f : G → H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt f(e) =
e, und für a ∈ G gilt f(a−1) = f(a)−1.

Bemerkung 1.2.3 Die Verknüpfung von zwei Gruppenhomomorphismen ist
wieder ein Gruppenhomomorphismus, und das Inverse eines Gruppenisomor-
phismusses ist ein Gruppenisomorphismus. Insbesondere ist Aut(G) eine Un-
tergruppe von Sym(G).

Beispiel 1.2.4 Ist G eine Gruppe und a ∈ G, so ist Z → G,n 7→ an ein
Gruppenhomomorphismus. Das Bild davon ist ⟨a⟩.

Beispiel 1.2.5 Ist G eine Gruppe und a ∈ G ein fest gewähltes Element, so ist
G → G, x 7→ axa−1 ein Automorphismus von G. Diese Abbildung nennt man
die Konjugation mit a.

Lemma 1.2.6 Ist f : G → H ein Gruppenhomomorphismus (insbesondere sei-
en G,H Gruppen) so ist im f eine Untergruppe von H. Allgemeiner gilt: Ist
G′ ≤ G eine Untergruppe, so ist f(G′) eine Untergruppe von H. Außerdem:
Wird G′ von A ⊆ G erzeugt, so wird f(G′) von f(A) erzeugt.
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Definition 1.2.7 Ein Normalteiler (auch: normale Untergruppe) von G
ist eine Untergruppe N ≤ G, für die gilt: Für alle a ∈ N und alle b ∈ G gilt
bab−1 ∈ N . Die Notation N ◁ G bedeutet, dass N ein Normalteiler von G ist.

Bemerkung 1.2.8 (a) Für beliebige Gruppen G sind sowohl G als auch {e}
Normalteiler von G.

(b) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G bereits ein Normalteiler von
G.

Mo 20.4.

Lemma 1.2.9 Sind G und H Gruppen und ist f : G → H ein Gruppenhomo-
morphismus, so ist ker f ein Normalteiler von G. Allgemeiner gilt: Ist H ′ ≤ H
eine Untergruppe bzw. ein Normalteiler von H, so ist f−1(H ′) eine Untergruppe
bzw. ein Normalteiler von G.

1.3 Nebenklassen und Quotienten

Definition 1.3.1 Sei G eine Gruppe und H ≤ G eine Untergruppe.

(a) Eine Linksnebenklasse von H ist eine Menge der Form aH := {ah |
h ∈ H} für a ∈ G. Die Menge aller Linksnebenklassen von H wird mit
G/H bezeichnet.

(b) Eine Rechtsnebenklasse von H ist eine Menge der Form Ha := {ha |
h ∈ H} für a ∈ G. Die Menge aller Rechtsnebenklassen von H wird mit
H\G bezeichnet.

Bemerkung: Wenn wir additive Notation verwenden, schreiben wir Nebenklassen
als a+H = {a+ h | h ∈ H}.

Lemma 1.3.2 Ist G eine Gruppe und N ◁ G ein Normalteiler und a ∈ G, so
gilt aN = Na. Insbesondere sind Linksnebenklassen das gleiche wie Rechtsne-
benklassen, und man spricht einfach von Nebenklassen.

Lemma 1.3.3 Sei G eine Gruppe und H ≤ G eine Untergruppe.

(a) Die Menge der Linksnebenklassen von H bildet eine Partition von G, d. h.
jedes Element a ∈ G liegt in genau einer Linksnebenklasse, nämlich a ∈
aH.

(b) Zwei Elemente a, b ∈ G liegen in der gleichen Linksnebenklasse von H
genau dann, wenn a−1b ∈ H gilt.

(c) Jede Linksnebenklasse von H hat die gleiche Kardinalität wie H (d. h. für
beliebige a ∈ G gilt: #(aH) = #H).

Analoge Aussagen gelten für Rechtsnebenklassen.

Definition 1.3.4 Sei G eine Gruppe.

(a) Statt „Kardinalität von G“ sagt man auch Ordnung von G. (Als Notation
verwendet man trotzdem #G.)

(b) Der Index einer Untergruppe H ≤ G ist definiert durch (G : H) :=
#(G/H) ∈ N∪{∞}. (Manche Leute schreiben auch [G : H] für den Index
von H in G.)
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Notation 1.3.5 Sind a, b ∈ Z, so schreiben wir a | b, wenn a ein Teiler von b
ist, d. h. wenn ein c ∈ Z existiert, so dass ac = b ist. Man sagt auch „a teilt b“.

Satz 1.3.6 (Satz von Lagrange) Ist G eine Gruppe und H ≤ G eine Unter-
gruppe, so gilt #G = #H · (G : H). Insbesondere gilt #H | #G.

Bemerkung 1.3.7 Ist f : G → H ein Gruppenhomomorphismus mit Kern
N ◁ G und sind a, b ∈ G, so gilt f(a) = f(b) genau dann wenn aN = bN .
Insbesondere ist f injektiv genau dann, wenn ker f = {e} ist.

Satz 1.3.8 Sei G eine Gruppe und N ◁ G ein Normalteiler.

(a) Für a, b ∈ G gilt: {a′b′ | a′ ∈ aN, b′ ∈ bN} = (ab)N .
(b) Die Menge G/N wird mit der Verknüpfung (aN) · (bN) := (ab)N eine

Gruppe.
(c) Die Abbildung G → G/N, a 7→ aN ist ein surjektiver Gruppenhomomor-

phismus mit Kern N .

Definition 1.3.9 Die Gruppe G/N („G modulo N “) aus dem vorigen Satz
wird Quotientengruppe (oder manchmal auch Faktorgruppe) genannt.

Mi 22.4.

Notation 1.3.10 Ist G eine Gruppe, N ◁G und a ∈ G, so schreiben wir für die
Nebenklasse aN ∈ G/N manchmal auch ā. Diese Abbildung G → G/N nennt
man auch die kanonische Abbildung.

Beispiel 1.3.11 Für n ≥ 1 ist Z/nZ = {0̄, 1̄, . . . , n− 1}.

Definition 1.3.12 Eine Gruppe G heißt einfach, wenn G und {e} ihre einzi-
gen Normalteiler sind.

Beispiel 1.3.13 Ist p eine Primzahl, so ist jede Gruppe der Ordnung p einfach.
Insbesondere ist Z/pZ einfach.

1.4 Der Homomorphiesatz und Anwendungen

Satz 1.4.1 (Homomorphiesatz) Seien G und H Gruppen und f : G → H
ein Homomorphismus. Dann erhalten wir einen Isomorphismus

f̃ : G/ ker f → im f, ā 7→ f(a).

Satz 1.4.2 Ist G eine Gruppe und a ∈ G, so existiert ein n ∈ N, so dass man
einen Isomorphismus

Z/nZ → ⟨a⟩, m̄ 7→ am

erhält. Insbesondere ist jede zyklische Gruppe isomorph zu Z/nZ, für ein n ∈ N.

Definition 1.4.3 Sei G eine Gruppe. Die Ordnung ord(a) eines Elements a
von G ist die definiert als die Ordnung der von a erzeugten Gruppe ⟨a⟩. Ist ⟨a⟩
unendlich, so setzt man ord(a) := ∞.
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Die Ordnung eines Elements a ist 1 genau dann, wenn a das neutrale Element
ist.

Bemerkung 1.4.4 Sei G eine Gruppe und a ∈ G. Ist ord(a) ∈ N, so gilt am =
1 genau dann, wenn m ein Vielfaches von ord(a) ist. Insbesondere ist ord(a)
die kleinste positive natürliche Zahl n, so dass an = e gilt. Ist ord(a) = ∞, so
ist am ̸= e für alle m ̸= 0.

Satz 1.4.5 Ist G eine endliche Gruppe und a ∈ G, so ist a#G = e.

Satz 1.4.6 (Kleiner Satz von Fermat) Ist p eine Primzahl und a ∈ Z nicht
durch p teilbar, so ist ap−1 − 1 durch p teilbar.

Mo 27.4.

Bemerkung 1.4.7 Für jede Primzahl p existiert bis auf Isomorphie genau eine
Gruppe der Ordnung p, nämlich Z/pZ.

1.5 Die symmetrischen und alternierenden Gruppen

Notation 1.5.1 Sind x1, . . . , xn paarweise verschiedene Elemente von {1, . . . , n},
so ist (

1 2 · · · n
x1 x2 · · · xn

)
eine Notation für das Element σ ∈ Sn, das i auf xi abbildet, für i = 1, . . . , n.

Definition 1.5.2 (a) Sei k ≥ 2. Ein Element σ ∈ Sn heißt Zyklus (der
Länge k), wenn es paarweise verschiedene x1, . . . , xk ∈ {1, . . . , n} gibt,
so dass gilt: σ(xi) = xi+1 für 1 ≤ i < k; σ(xk) = x1; σ(y) = y falls
y /∈ {x1, . . . , xk}. Die Menge {x1, . . . , xk} nennt man den Träger von σ.
Meine Notation für einen solchen Zyklus:

︷ ︷
x1, x2, . . . , xk . Andere (übliche-

re) Notationen: (x1, x2, . . . , xk), (x1 x2 · · · xk).
(b) Zykel der Länge 2 nennt man auch Transpositionen. Transpositionen

der Form
︷ ︷
x, x+ 1 nennt man Nachbartranspositionen.

Lemma 1.5.3 Sind σ, σ′ ∈ Sn Zykel mit disjunkten Trägern, so gilt σσ′ = σ′σ.

Satz 1.5.4 Jedes Element σ ∈ Sn lässt sich als Produkt σ1 · · ·σm von Zykeln σj

schreiben, die paarweise disjunkte Träger haben. Diese Schreibweise ist eindeutig
bis auf Reihenfolge. (Man nennt dies die Zykelzerlegung von σ.)

Satz 1.5.5 Sn wird von den Nachbartransposition erzeugt (d. h. jedes Element
von Sn lässt sich als Produkt von Nachbartransposition schreiben).

Lemma 1.5.6 Ist σ =
︷ ︷
x1, . . . , xk ein Zyklus und τ ∈ Sn beliebig, so ist τστ−1 =︷ ︷

τ(x1), . . . , τ(xk) .

Insbesondere: Ist N ◁Sn ein Normalteiler, der einen Zyklus der Länge k enthält,
so enthält N alle Zyklen der Länge k.
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Definition 1.5.7 Sei σ ∈ Sn.

(a) Die zugehörige Permutationsmatrix ist diejenige Matrix Aσ ∈ Zn×n,
die ei ∈ Zn abbildet auf eσ(i) für i = 1, . . . n.

(b) Das Signum von σ ist definiert als sgn(σ) := det(Aσ).

Ist Aσ = (aij)ij , so ist also aσ(i),i = 1 für alle i, und alle restlichen Einträge
sind 0.

Lemma 1.5.8 Die Signum-Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus von Sn

nach {±1}. Lässt sich σ ∈ Sn als Produkt von k Transpositionen schreiben, so
ist sgn(σ) = (−1)k.

Mi 29.4.

Bemerkung 1.5.9 Das Signum eines Elements σ ∈ Sn lässt sich auch wie folgt
berechnen: Ein Fehlstand von σ ist ein Paar a, b ∈ {1, . . . , n} mit a < b und
σ(a) > σ(b). Es gilt: sgn(σ) = −1#{(a,b)|(a,b) ist Fehlstand}.

Definition 1.5.10 Die alternierende Gruppe An ≤ Sn ist der Kern von
sgn: Sn → {±1}.

Bemerkung 1.5.11 Sn hat Ordnung n!. Ist n ≥ 2, so hat An Ordnung n!
2 .

Beispiel 1.5.12 Die Gruppen A1 und A2 sind trivial. A3
∼= Z/3Z.

Satz 1.5.13 Für n ≥ 5 ist An einfach.

Bemerkung 1.5.14 Die Menge

V = {id,
︷ ︷
1, 2 ◦

︷ ︷
3, 4 ,

︷ ︷
1, 3 ◦

︷ ︷
2, 4 ,

︷ ︷
1, 4 ◦

︷ ︷
2, 3 }

ist ein Normalteiler von A4, die kleinsche Vierergruppe. (Dies werden wir
später überprüfen.) Also ist A4 nicht einfach.

1.6 Operationen von Gruppen auf Mengen

Definition 1.6.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenwir-
kung (auch: Gruppenoperation) von G auf X ist ein Gruppenhomomorphis-
mus λ von G nach Sym(X). Ist a ∈ G und x ∈ X, so schreiben wir meistens
λa(x) statt (λ(a))(x).

Bemerkung 1.6.2 Eine Gruppenwirkung λ : G → Sym(X) kann man auch
auffassen als eine Abbildung G × X → X, (a, x) 7→ λa(x), also eine Verknüp-
fung von Elementen von G mit Elementen von X, die Elemente von X liefert.
Manchmal verwendet man auch eine entsprechende Notation, d. h. man schreibt
ax statt λa(x).

Beispiel 1.6.3 Einige Gruppen kommen mit einer natürlichen Gruppen-
wirkung: Sn wirkt auf {1, . . . , n}, GLn(K) wirkt auf Kn (für Körper K),
Aut(G) wirkt auf G (für Gruppen G).
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Bemerkung 1.6.4 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X wirkt. Dann gilt
für alle a, b ∈ G und alle x, y ∈ X:

(a) ex = x.
(b) (ab)x = a(bx).
(c) Ist ax = y, so ist a−1y = x.

Bemerkung 1.6.5 Wirkt eine Gruppe G auf einer Menge X, so wirkt auch
jede Untergruppe H ≤ G auf X.

Beispiel 1.6.6 Jede Gruppe G operiert auf mehrere Weisen auf sich selbst:

(a) durch links-Multiplikation: G → Sym(G), a 7→ (b 7→ ab).
(b) durch rechts-Multiplikation: G → Sym(G), a 7→ (b 7→ ba−1).
(c) durch Konjugation (vgl. Beispiel 1.2.5): G → Sym(G), a 7→ (b 7→ aba−1).

Mo 4.5.

Satz 1.6.7 (Satz von Cayley) Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer
Untergruppe von Sn, für ein geeignetes n ∈ N.

Definition 1.6.8 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X wirkt, und sei
x ∈ X.

(a) Die Bahn von x ist die Menge Gx := {ax | a ∈ G} ⊆ X.
(b) Gilt Gx = {x}, so nennt man x einen Fixpunkt dieser Gruppenwirkung.
(c) Gilt Gx = X (für ein beliebiges x ∈ X), so sagt man, „G wirkt transitiv

auf X“.

Bemerkung 1.6.9 Die Menge {Gx | x ∈ X} aller Bahnen ist eine Partition
von X. Zwei Elemente x, y ∈ X liegen in der gleichen Bahn genau dann, wenn
ein a ∈ G existiert mit ax = y.

Beispiel 1.6.10 Sei G eine Gruppe und X die Menge aller Untergruppen von
G. Dann wirkt G durch Konjugation auf X: a 7→ (H 7→ aHa−1). Eine Unter-
gruppe H ∈ X ist ein Normalteiler von G genau dann, wenn H ein Fixpunkt
der Wirkung ist.

Definition 1.6.11 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X wirkt, und seien
a ∈ G und x ∈ X.

(a) Man sagt, a stabilisiert x oder a hält x fest, wenn ax = x gilt.
(b) Der Stabilisator von x ist StabG(x) := {a ∈ G | ax = x}.

Bemerkung 1.6.12 StabG(x) ist eine Untergruppe von G. Es gilt StabG(x) =
G genau dann, wenn x ein Fixpunkt der Wirkung ist.

Satz 1.6.13 (Bahnenformel) Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer end-
lichen Menge X wirkt, und seien Gx1, . . . , Gxk die Bahnen dieser Wirkung (mit
Gxi ̸= Gxj für i ̸= j). Dann gilt

#(Gxi) = (G : StabG xi) =
#G

#(StabG xi)
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und insbesondere

#X =

k∑
i=1

#G

#(StabG xi)
.

Mi 6.5.

1.7 Auflösbarkeit und p-Gruppen

Definition 1.7.1 Eine Gruppe heißt auflösbar, wenn eine Folge von Unter-
gruppen {e} = Gr ≤ Gr−1 ≤ · · · ≤ G0 = G existiert, so dass Gi+1 ein Nor-
malteiler von Gi ist und der Quotient Gi−1/Gi abelsch ist für i = 1, . . . , r. Die
Gruppen Gr ≤ · · · ≤ G0 nennt man eine Auflösung von G.

Bemerkung 1.7.2 Ist {e} = Gr ≤ Gr−1 ≤ · · · ≤ G0 = G eine Auflösung einer
endlichen Gruppe G, so gilt #G =

∏r
i=1 #(Gi−1/Gi).

Beispiel 1.7.3 Für n ≤ 4 ist Sn auflösbar.

Bemerkung 1.7.4 Sind G1, G2 Gruppen, N1 ◁ G1, N2 ◁ G2 Normalteiler und
ist f : G1 → G2 ein Gruppenhomomorphismus mit f(N1) ⊆ N2, so erhalten wir
einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus G1/N1 → G2/N2, der aN1 auf
f(a)N2 abbildet.

Lemma 1.7.5 Sei G eine auflösbare Gruppe. Dann ist auch jede Untergruppe
von G auflösbar, und ist N ◁ G ein Normalteiler, so ist auch G/N auflösbar.

Beispiel 1.7.6 Für n ≥ 5 ist Sn nicht auflösbar.
Mo 11.5.

Lemma 1.7.7 Ist G endlich und auflösbar, so existiert eine Auflösung {e} =
Gr ≤ · · · ≤ G0 = G von G, so dass die Quotienten Gi−1/Gi isomorph zu Z/piZ
sind, für Primzahlen pi.

Korollar 1.7.8 Ist G eine endliche auflösbare Gruppe und ist p eine Primzahl,
die #G teilt, so existiert ein a ∈ G der Ordnung p.

Definition 1.7.9 Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Grup-
pe G, deren Ordnung eine Potenz von p ist.

Satz 1.7.10 Jede p-Gruppe ist auflösbar.

Definition 1.7.11 Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge Z(G) := {a ∈
G | ∀b ∈ G : ab = ba} der Elemente, die mit allen Elementen von G kommutie-
ren.

Bemerkung 1.7.12 Das Zentrum einer Gruppe ist eine abelsche Untergruppe.

Lemma 1.7.13 Jede Untergruppe H ≤ Z(G) ist ein Normalteiler von G.

Lemma 1.7.14 Ist G eine nicht-triviale p-Gruppe, so ist Z(G) nicht-trivial.

Korollar 1.7.15 Ist G eine Gruppe der Ordnung p2, für eine Primzahl p, so
ist G abelsch.

Mi 13.5.
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1.8 Die Sylow-Sätze

Definition 1.8.1 Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe. Wir schrei-
ben die Ordnung von G als #G = m · pℓ für ℓ,m ∈ N mit p ∤ m.

(a) Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe, die eine p-Gruppe ist
(also der Ordnung pk für ein k ≤ ℓ).

(b) Eine Sylow-p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung
genau pℓ.

Notation 1.8.2 Sind a, b ∈ Z und ist n ∈ N, n ≥ 1, so bedeutet a ≡ b mod n
(andere Notation: „a ≡ b (n)“; Aussprache: „a ist kongruent zu b modulo n“),
dass a− b durch n teilbar ist.

Satz 1.8.3 (Sylow-Sätze) Sei G endlich und sei p eine Primzahl. Wir schrei-
ben #G = m · pℓ für ℓ,m ∈ N mit p ∤ m. Dann gilt:

(a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer Sylow-p-Untergruppe enthalten.
(b) Alle Sylow-p-Untergruppen von G sind konjugiert, d. h. sind P, P ′ ≤ G

Sylow-p-Untergruppen, so gibt es ein a ∈ G mit aPa−1 = P ′.
(c) Ist sp die Anzahl der Sylow-p-Untergruppen von G, so gilt sp ≡ 1 mod p

und sp | m.

Bemerkung 1.8.4 Insbesondere folgt, dass G mindestens eine Sylow-p-Untergruppe
besitzt.

Bemerkung 1.8.5 Außerdem folgt: Eine Sylow-p-Untergruppe P ≤ G ist ein
Normalteiler von G genau dann, wenn P die einzige Sylow-p-Untergruppe von
G ist.

Beispiel 1.8.6 (a) A4 hat vier Sylow-3-Untergruppen.
(b) Die kleinsche Vierergruppe V aus Bemerkung 1.5.14 ist die einzige Sylow-

2-Untergruppe von A4 und damit ein Normalteiler.

Lemma 1.8.7 Ist G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl mit p | #G, so
existiert eine Sylow-p-Untergruppe von G.

Mo 18.5.

Lemma 1.8.8 Sei G eine endliche Gruppe, P ≤ G eine Sylow-p-Untergruppe
und H ≤ G eine p-Gruppe. Wir nehmen an, dass für alle h ∈ H gilt: hPh−1 =
P . Dann ist H ≤ P .

Korollar 1.8.9 (Satz von Cauchy) Ist G eine endliche Gruppe und p eine
Primzahl mit p | G, so existiert in G ein Element der Ordnung p.

Korollar 1.8.10 Gruppen der Ordnung pq, für Primzahlen q, p, sind auflösbar.

Korollar 1.8.11 Seien p und q Primzahlen mit q > p und p ∤ (q − 1). Dann
gibt es bis auf Isomorphie nur eine Gruppe der Ordnung pq, nämlich Z/pqZ.

12
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2 Ringe

2.1 Ringe und Unterringe

Definition 2.1.1 Ein kommutativer Ring mit eins ist eine (additiv ge-
schriebene) abelsche Gruppe R zusammen mit einer weiteren Verknüpfung · : R×
R → R mit folgenden Eigenschaften:

(a) · ist assoziativ und kommutativ;
(b) es gibt ein bezüglich · neutrales Element (das mit 1 bezeichnet wird);
(c) Für alle a, b, c ∈ R gilt: a · (b+ c) = a · c+ b · c. (Distributivität)

Im Folgenden ist, wenn nicht anders angegeben, mit „Ring“ immer ein kommu-
tativer Ring mit eins gemeint.

Notation 2.1.2 Wie bei Gruppen schreiben wir, für a ∈ R und n ∈ N:
n · a := a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

, (−n) · a := −(n · a), a0 = 1, an := a · a · · · a︸ ︷︷ ︸
n

Bemerkung 2.1.3 Sei R ein Ring und a ∈ R. Dann gilt: In jedem Ring R gilt:

(a) Das neutrale Element bezüglich · ist eindeutig.
(b) 0 · a = 0
(c) (−1) · a = −a

Beispiel 2.1.4 Der Nullring R = {0} ist der einzige Ring, in dem 1 = 0 gilt.

Beispiel 2.1.5 (a) Ist R ein Ring und ist x eine Variable, so ist auch R[x] =
{
∑n

i=0 aix
i | n ∈ N, ai ∈ R} ein Ring (mit den naheliegenden Verknüp-

fungen). R[x] nennt man den Polynomring über R in x. Die Elemente
von R[x] nennt man Polynome (über R). Elemente der Form axk (für
a ∈ R, k ∈ N) nennt man Monome.

(b) Ist f =
∑n

i=0 aix
i mit an ̸= 0, so ist n = deg f der Grad von f (in x). Ist

an = 1, so nennt man f normiert. Ist f = 0, so setzen wir deg f = −∞.

Beispiel 2.1.6 Analog definiert man Polynome über R in mehreren Varia-
blen x1, . . . , xk als endliche Summen von Monomen in x1, . . . , xk, die jetzt die
Form axi1 · · ·xik haben, für a ∈ R, i1, . . . , ik ∈ N. Der Ring der Polynome in
x1, . . . , xk wird mit R[x1, . . . , xk] bezeichnet.

Definition 2.1.7 Das (direkte) Produkt von zwei Ringen R und S ist die
der Ring R× S mit komponentenweisen Verknüfpungen:

(a, b) + (a′, b′) := (a+ a′, b+ b′) und (a, b) · (a′, b′) := (a · a′, b · b′)

für a, a′ ∈ R, b, b′ ∈ S.
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Definition 2.1.8 Sei R ein Ring. Ein Unterring von R ist eine Teilmenge
S ⊆ R, so dass S ein Ring ist (mit der auf S eingeschränkten Addition von
Multiplikation von R) und 1 ∈ S gilt.1

2.2 Ringhomomorphismen und der Homomorphiesatz

Definition 2.2.1 (a) Seien R und S Ringe. Ein Ringhomomorphismus
ist ein Gruppenhomomorphismus f : (R,+) → (S,+) mit den folgenden
zusätzlichen Eigenschaften:
(i) f(a · b) = f(a) · f(b) für alle a, b ∈ R;
(ii) f(1) = 1.
Hom(R,S) bezeichnet die Menge aller Ringhomomorphismen von R nach
S.

(b) Ein Isomorphismus von Ringen ist ein bijektiver Ringhomomorphis-
mus. Zwei Ringe R und S heißen isomorph (zueinander), wenn ein Rin-
gisomorphismus R → S existiert. Notation dafür: R ∼= S

(c) Ein Endomorphismus eines Rings R ist ein Homomorphismus von R
nach R. Die Menge der Endomorphismen von R wird mit End(R) bezeich-
net.

(d) Ein Automorphismus eines Rings R ist ein Isomorphismus von R nach
R. Die Menge der Automorphismen von R wird mit Aut(R) bezeichnet.

Bemerkung 2.2.2 Die Verknüpfung von zwei Ringhomomorphismen ist wieder
ein Ringhomomorphismus. Das Inverse eines Ring-Isomorphismusses ist wieder
ein Ring-Isomorphismus.

Beispiel 2.2.3 Für jeden Ring R existiert genau ein Ringhomomorphismus
Z → R. Er bildet n ∈ Z auf n · 1 ∈ R ab.

Beispiel 2.2.4 Ist R ein Ring und a ∈ R, so ist die Abbildung R[x] → R, f 7→
f(a) ein Ringhomomorphismus. (Man nennt dies die Evaluationsabbildung
an a.) Jeder Ringhomomorphismus von R[x] nach R, der auf R die Identität
ist, ist von dieser Form.

Definition 2.2.5 Sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist eine additive Untergrup-
pe a ⊆ R, so dass außerdem für alle r ∈ R und a ∈ a gilt: ra ∈ a. Die Notation
„a ◁ R“ bedeutet: a ist ein Ideal von R. Ein echtes Ideal ist ein Ideal, das eine
echte Teilmenge von R ist.

Bemerkung 2.2.6 Für beliebige Ringe R sind sowohl R als auch {0} Ideale
von R.

Beispiel 2.2.7 Ist R ein Ring und a ∈ R beliebig, so ist aR = {ar | r ∈ R} ein
Ideal von R.

Beispiel 2.2.8 Die Ideale von Z sind genau die Untergruppen von Z, also die
Teilmengen der Form nZ für n ∈ N.

1Wenn man nicht fordert, dass die Ringe eine 1 enthalten sollen, lässt man auch die For-
derung 1 ∈ S weg.
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Bemerkung 2.2.9 Ist R ein Ring und a ◁ R ein Ideal mit 1 ∈ a, so ist bereits
a = R.

Mi 27.5.

Lemma 2.2.10 Ist f : R → S ein Ringhomomorphismus, so ist im f ein Un-
terring von S und ker f = f−1(0) ein Ideal von R. Allgemeiner gilt:

(a) Ist R′ ⊆ R ein Unterring, so ist f(R′) ein Unterring von S.
(b) Ist a ein Ideal von S, so ist f−1(a) ein Ideal von R.

Satz 2.2.11 Ist R ein Ring und a ◁R ein Ideal, so induziert die Multiplikation
von R eine Verknüpfung auf der Quotientengruppe R/a: (a+a) ·(b+a) := ab+a
für a, b ∈ R. Mit dieser Verknüpfung als Multiplikation (und 1+a als neutralem
Element) wird R/a zu einem Ring. Die kanonische Abbildung R → R/a, a 7→
a+ a ist ein surjektiver Ringhomomorphismus.

Definition 2.2.12 Der Ring R/a („R modulo a“) aus dem vorigen Satz wird
Quotientenring genannt (oder manchmal auch Faktorring oder Restklas-
senring).

Lemma 2.2.13 (Polynomdivision) Ist K ein Körper und sind f, g ∈ K[x]
Polynome mit g ̸= 0, so existieren Polynome h, r ∈ K[x] mit deg r < deg g, so
dass f = gh+ r gilt.

Beispiel 2.2.14 Ist K ein Körper und f ∈ K[x] ein Polynom vom Grad n ≥ 1,
so ist K[x]/fK[x] ein K-Vektorraum mit Basis 1̄, x̄, . . . , x̄n−1.

Satz 2.2.15 (Homomorphiesatz) Seien R und S Ringe und f : R → S ein
Homomorphismus. Dann ist der induzierte Gruppenisomorphismus f̃ : R/ ker f →
im f (aus dem Homomorphiesatz für Gruppen; Satz 1.4.1) bereits ein Ringiso-
morphismus.

Beispiel 2.2.16 Der Ringhomomorphismus Z → R aus Beispiel 2.2.3 liefert
einen zu Z/nZ isomorphen Unterring von R, für ein n ∈ N.

Definition 2.2.17 Die Zahl n aus Beispiel 2.2.16 nennt man die Charakte-
ristik des Rings R. Notation dafür: charR.

2.3 Mehr zu Idealen

Lemma 2.3.1 Sei R ein Ring. Eine nicht-leere Teilmenge a ⊆ R ist ein Ideal
genau dann, wenn für alle a, b ∈ a und alle r ∈ R gilt: ar + b ∈ a.

Lemma 2.3.2 Ist R ein Ring und A ⊆ R eine beliebige Teilmenge, so existiert
unter allen Idealen von R, die A enthalten, ein kleinstes. Dieses kleinste Ideal,
das A enthält besteht genau aus endlichen Summen der Form

∑k
i=1 riai für

ri ∈ R und ai ∈ A.
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Definition 2.3.3 Das kleinste Ideal, das die Menge A enthält (aus dem obigen
Lemma), nennt man das von A erzeugte Ideal. Ist A = {a1, . . . , an}, so schreibt
man (a1, . . . , an) (oder (a1, . . . , an)R) für das von A erzeugte Ideal. Ideale, die
von einem einzigen Element erzeugt werden können, nennt man Hauptideale.

Mo 1.6.

Beispiel 2.3.4 Für m1,m2 ∈ Z gilt: (m1,m2) = Z genau dann, wenn m1 und
m2 teilerfremd sind.

Satz 2.3.5 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring und seien a1, . . . , aℓ Idea-
le, so dass für alle i ̸= j das von ai ∪ aj erzeugte Ideal bereits ganz R ist. Dann
ist der Ringhomomorphismus

R → (R/a1 × · · · ×R/aℓ), a 7→ (a+ a1, . . . , a+ aℓ)

surjektiv, und der Kern ist a1 ∩ a2 ∩ · · · ∩ aℓ.

Definition 2.3.6 Sei R ein Ring. Eine Einheit von R ist ein Element a ∈ R,
so dass ein b ∈ R existiert mit ab = 1. Die Menge der Einheiten von R wird
mit R× bezeichnet.

Beispiel 2.3.7 Die Einheiten eines Körpers K sind K× = K \ {0}.

Beispiel 2.3.8 Die Einheiten des Polynomrings K[x] über einem Körper K
sind K×.

Bemerkung 2.3.9 Für a ∈ R gilt: a ist eine Einheit genau dann, wenn (a) =
R ist.

Lemma 2.3.10 Die Menge R× der Einheiten eines Rings R bildet mit · eine
Gruppe.

Definition 2.3.11 Zwei Elemente a1, a2 ∈ R heißen assoziiert (zueinan-
der), wenn eine Einheit e ∈ R existiert mit a1 = ea2.

Bemerkung 2.3.12 Assoziiertheit ist eine Äquivalenzrelation. Sind a1, a2 ∈ R
assoziiert zueinander, so sind die erzeugten Hauptideale (a1) und (a2) gleich.

Bemerkung 2.3.13 Sei K ein Körper. Dann ist jedes Polynom f ∈ K[x] \
{0} zu genau einem normierten Polynom f1 assoziiert. Insbesondere wird jedes
Hauptideal bereits von einem normierten Polynom erzeugt.

Definition 2.3.14 Sei R ein Ring. Ein maximales Ideal von R ist ein echtes
Ideal a ⊊ R, so dass kein echtes Ideal b ⊊ R existiert mit a ⊊ b.

Satz 2.3.15 Ein Ideal a in einem Ring R ist maximal genau dann, wenn R/a
ein Körper ist.

Mi 3.6.

Satz 2.3.16 Sei R ein Ring und a ⊊ R ein beliebiges Ideal. Dann existiert ein
maximales Ideal a0 ⊇ a.

16



2.4 Integritätsbereiche

Definition 2.4.1 Ein Integritätsbereich ist ein Ring R ̸= {0}, in dem gilt:
Sind a, b ∈ R \ {0}, so ist auch a · b ̸= 0. Man nennt solche Ringe auch null-
teilerfrei. Elemente a ∈ R \ {0}, für die ein b ∈ R \ {0} existiert mit ab = 0
nennt man Nullteiler.

Bemerkung: Der Nullring enthält zwar keine Nullteiler, wird aber nicht als In-
tegritätsbereich aufgefasst.

Bemerkung 2.4.2 Ist R ein Integritätsbereich und sind a, b ∈ R und c ∈ R \
{0} mit ac = bc, so gilt a = b.

Satz 2.4.3 Sei R ein Integritätsbereich. Dann existiert ein Körper K und ein
injektiver Ringhomomorphismus f : R → K so dass jedes Element von K sich
schreiben lässt als f(a)

f(b) für geeignete a ∈ R, b ∈ R \ {0}.

Definition 2.4.4 Der Körper K aus Satz 2.4.3 wird Brüchekörper von R
genannt und mit Frac(R) bezeichnet. Wir fassen in Zukunft Integritätsbereiche
R immer als Teilmenge von Frac(R) auf.

Beispiel 2.4.5 Ist K ein Körper, so schreibt man den Brüchekörper eines Poly-
nomrings über K mit runden Klammern: K(x1, . . . , xn) := Frac(K[x1, . . . , xn]).

Mo 8.6.

Satz 2.4.6 Der Brüchekörper eines Integritätsbereichs R hat die folgende uni-
verselle Eigenschaft: Ist f ′ : R → K ′ ein injektiver Ringhomomorphismus in
einen Körper K ′, so gibt es genau eine Fortsetzung von f ′ zu einem Ringhomo-
morphismus g : Frac(R) → K ′.

Satz 2.4.7 Ist R ein Integritätsbereich, so gilt für Polynome f, g ∈ R[x] \ {0}:
deg(fg) = deg f + deg g. Insbesondere:

(a) (R[x])× = R×

(b) R[x] ist auch ein Integritätsbereich.

Definition 2.4.8 Sei R ein Integritätsbereich.

(a) Für a, b ∈ R sagt man „a teilt b“, wenn ein c ∈ R existiert mit ac = b.
Man sagt auch a ist ein Teiler von b oder b ist ein Vielfaches von a.
Notation dafür: a | b.

(b) Ein Element a ∈ R heißt irreduzibel (in R) wenn a keine Einheit ist und
aus b · c = a (für b, c ∈ R) folgt, dass b oder c eine Einheit ist.

(c) Zwei Elemente a, b ∈ R heißen teilerfremd (zueinander), wenn aus c | a
und c | b (für c ∈ R) folgt, dass c eine Einheit ist.

Bemerkung 2.4.9 Sei R ein Integritätsbereich und seien a, b ∈ R irreduzibel.
Dann sind a und b entweder teilerfremd oder assoziert zueinander.
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2.5 Faktorielle Ringe und Hauptidealringe

Definition 2.5.1 Sei R ein Integritätsbereich. Ein Repräsentantensystem der
irreduziblen Elemente von R ist eine Menge P ⊆ R von irreduziblen Elementen,
so dass für jedes irreduzible Element p ∈ R genau ein p′ ∈ P existiert, dass zu
p assoziiert ist.

Definition 2.5.2 Ein faktorieller Ring ist ein Integritätsbereich R, in dem
eindeutige Primfaktorzerlegungen existieren, d. h. für ein (oder jedes) Repräsen-
tantensystem der irreduziblen Elemente P ⊆ R gilt: Jedes Element a ∈ R \ {0}
lässt sich auf eindeutige (bis auf Reihenfolge) Weise schreiben als

a = e · pr11 · pr22 · · · prkk ,

für p1, . . . , pk ∈ P paarweise verschieden, r1, . . . , rk ∈ N ungleich 0 und e ∈ R×.
(Hierbei ist k = 0 auch erlaubt.) Dies nennt man die Primfaktorzerlegung
von a.

Mi 10.6.

Bemerkung 2.5.3 Ist R faktoriell, so lässt sich Teilbarkeit und Teilerfremdheit
an den Primfaktorzerlegungen ablesen: Sind a = e ·

∏
prii und b = f ·

∏
psii

Primfaktorzerlegungen (wobei wir ri = 0 bzw. si = 0 setzen wenn pi nicht in
der entsprechenden Primfaktorzerlegung vorkommt), so gilt:

(a) a | b genau dann, wenn ri ≤ si ist für alle i.
(b) a und b haben einen (nicht-trivialen) gemeinsamen Teiler genau dann,

wenn ein i existiert mit ri > 0 und si > 0.

Bemerkung 2.5.4 Ist R faktoriell, p ∈ R irreduzibel und a, b ∈ R beliebig, so
folgt aus p | ab bereits p | a oder p | b.

Bemerkung 2.5.5 Auch Elemente a ∈ FracR des Brüchekörpers eines fakto-
riellen Rings R haben eine Primfaktorzerlegung, wenn man negative Exponenten
erlaubt:

a = e · pr11 · pr22 · · · prkk ,

für p1, . . . , pk ∈ P paarweise verschieden, r1, . . . , rk ∈ Z und e ∈ R×. Für ein
solches a liegt in R genau dann, wenn ri ≥ 0 für alle i ist.

Lemma 2.5.6 In faktoriellen Ringen R gilt: Ein Element a ∈ R \ {0} is irre-
duzibel genau dann, wenn R/(a) ein Integritätsbereich ist.

Definition 2.5.7 Ein Hauptidealring ist ein Integritätsbereich, in dem jedes
Ideal ein Hauptideal ist.

Beispiel 2.5.8 Z ist ein Hauptidealring.

Beispiel 2.5.9 Ist K ein Körper, so ist K[x] ein Hauptidealring.

Satz 2.5.10 Hauptidealringe sind faktoriell.
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Lemma 2.5.11 Sei R ein Hauptidealring. Dann gilt für a, b, b′ ∈ R \ {0}: Ist a
teilerfremd zu b und zu b′, so ist a auch teilerfremd zu bb′.

Mo 15.6.

Satz 2.5.12 In einem Hauptidealring R sind die folgenden Bedingungen an
Elemente a ∈ R äquivalent:

(a) Das Element a ist irreduzibel.
(b) Das Hauptideal (a) ist maximal.
(c) Der Quotient R/(a) ist ein Integritätsbereich.
(d) Der Quotient R/(a) ist ein Körper.

2.6 Polynomringe

Satz 2.6.1 (Satz von Gauß) Ist R ein faktorieller Ring, so ist auch R[x] fak-
toriell.

Korollar 2.6.2 (a) Z[x1, . . . , xn] ist faktoriell.
(b) Ist K ein Körper, so ist K[x1, . . . , xn] faktoriell.

In diesem gesamten Abschnitt sei R ein faktorieller Ring und K = Frac(R).

Definition 2.6.3 Ein Polynom f ∈ R[x] heißt primitiv, wenn kein a ∈ R\R×

existiert, das alle Koeffizienten von f teilt.

Bemerkung 2.6.4 Zu jedem f ∈ K[x] existiert ein a ∈ K×, so dass a−1f ∈
R[x] ist und primitiv ist. Dieses a ist eindeutig bis auf einen Faktor aus R×. Ist
f ∈ R[x], so ist a ∈ R.

Lemma 2.6.5 Seien f, g ∈ R[x] primitiv. Dann ist auch f · g primitiv.

Lemma 2.6.6 Lässt sich ein Polynom f ∈ R[x] als Produkt f = gh schreiben
mit g, h ∈ K[x], so lässt sich f auch als Produkt f = g′h′ schreiben mit g′, h′ ∈
R[x], wobei g′ = ag (und demnach h′ = a−1h) ist für ein a ∈ K×.

Satz 2.6.7 Die irreduziblen Elemente von R[x] sind genau die irreduziblen Ele-
mente von R und die nicht-konstanten primitiven Polynome in R[x], die irre-
duzibel in K[x] sind.

Mi 17.6.

Satz 2.6.8 (Eisensteinsches Irreduzibilitätskriterium) Ist f =
∑

aix
i ∈

R[x] ein Polynom vom Grad n ≥ 1, und gibt es ein irreduzibles Element p ∈ R
mit p | ai für i < n, p2 ∤ a0 und p ∤ an, so ist f irreduzibel in K[x].

Beispiel 2.6.9 Ist p ∈ Z prim und n ≥ 2, so ist xn − p in Q[x] irreduzibel.

Lemma 2.6.10 Ist p prim, so ist f(x) := xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 irreduzibel
in Q[x].
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3 Körper

3.1 Körpererweiterungen, Primkörper und Körperhomo-
morphismen

Definition 3.1.1 (a) Sei L ein Körper. Ein Unterkörper ist eine Teilmen-
ge K ⊆ L, so dass K auch wieder ein Körper ist. Man nennt L dann einen
Oberkörper von K, und man schreibt auch „L/K ist eine Körpererwei-
terung“ um zu sagen, dass L ein Körper ist und K ein Unterkörper von
L.

(b) Sind L/K und M/L Körpererweiterungen, so nennt man L auch einen
Zwischenkörper von M/K.

Bemerkung 3.1.2 Ist R ein Ring und K ⊆ R ein Körper, so ist R auf natür-
liche Weise ein K-Vektorraum. Dies gilt insbesondere, wenn R ein Oberkörper
von K ist.

Notation 3.1.3 Wenn wir Ringe R, S, die einen Körper K enthalten, als K-
Vektorräume auffassen, schreiben wir bei vielen Begriffen den Körper K da-
zu, um dies zu betonen, insbesondere dimK R, K-Basis, K-Untervektorraum,
HomK(R,S), K-linear, etc.

Lemma 3.1.4 Ist R ein Ring, der einen Körper K enthält, so ist für jedes
Element a ∈ R die Multiplikationsabbildung R → R, b 7→ ab K-linear.

Definition 3.1.5 Der Grad einer Körpererweiterung L/K ist [L : K] :=
dimK L, d. h. die Dimension von L als K-Vektorraum aufgefasst. ([L : K] kann
auch ∞ sein.) Eine endliche Körpererweiterung ist eine Körpererweiterung
von endlichem Grad.

Satz 3.1.6 Sind K ⊆ L ⊆ M Körper, so gilt [M : K] = [M : L] · [L : K].
Insbesondere ist [M : K] endlich genau dann, wenn sowohl [M : L] als auch
[L : K] endlich sind.

Satz 3.1.7 Ist K ein Körper und A eine Teilmenge von K, so existiert unter
allen Unterkörpern von K, die A enthalten, ein kleinster.

Definition 3.1.8 Sei K ein Körper.

(a) Den kleinsten Unterkörper eines Körpers K nennt man den Primkörper
von K.

(b) Ist K0 ein Unterkörper von K und sind a1, . . . , an ∈ K, so wird der klein-
ste Unterkörper von K, der K0 ∪ {a1, . . . , an} enthält, mit K0(a1, . . . , an)
bezeichnet. Man nennt dies den von den ai erzeugten Unterkörper über
K0.
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Satz 3.1.9 Die Charakteristik charK eines Körpers K ist entweder 0 oder eine
Primzahl. Ist charK = 0, so ist der Primkörper von K isomorph zu Q. Ist
charK = p (für eine Primzahl p), so ist Primkörper von K isomorph zu Fp.

Definition 3.1.10 (a) Einen Ringhomomorphismus f : L1 → L2 zwischen
Körpern L1 und L2 nennt man auch Körperhomomorphismus. Ent-
halten L1 und L2 einen gemeinsamen Unterkörper K, und ist die Ein-
schränkung f |K die Identität auf K, so sagt man auch, f ist ein Körper-
homomorphismus über K.

(b) Analog definiert man Körperisomorphismus (über K), Körperendo-
morphismus (über K) und Körperautomorphismus (über K). Die
Menge der Endomorphismen bzw. Automorphismen eines Körpers L über
einem Unterkörper K ⊆ L wird mit End(L/K) bzw. Aut(L/K) bezeichnet.

Mi 24.6.

Bemerkung 3.1.11 Körperhomomorphismen sind immer injektiv.

Bemerkung 3.1.12 Sind L1, L2 Oberkörper von K und ist f : L1 → L2 ein
Körperhomomorphismus über K, so ist f K-linear.

Lemma 3.1.13 Seien L1, L2 Körper und K ein gemeinsamer Unterkörper. Sei-
en außerdem a1, . . . , an ∈ L1 so, dass L1 = K(a1, . . . , an) gilt. Dann wird
ein Körperhomomorphismus f : L1 → L2 über K eindeutig durch die Bilder
f(a1), . . . , f(an) festgelegt.

3.2 Adjunktion von Elementen

Satz 3.2.1 Sei L/K eine Körpererweiterung und sei a ∈ L. Die Menge a :=
{f ∈ K[x] | f(a) = 0} ist ein Hauptideal in K[x]. Außerdem gilt:

(a) Ist a = {0}, so ist K(a) ∼= K(x) und [K(a) : K] = ∞.
(b) Ist a ̸= {0}, so ist K(a) ∼= K[x]/a. Für einen Erzeuger f0 von a gilt:

deg f0 = [K(a) : K].

Bemerkung 3.2.2 Im Fall (b) aus dem obigen Satz gilt: Jedes Element von
K(a) lässt sich eindeutig schreiben als

∑deg f0−1
i=0 bia

i, für gewisse bi ∈ K

Bemerkung 3.2.3 Im Fall (b) aus dem obigen Satz gibt es genau ein normier-
tes Polynom f0, das a erzeugt. Dieses f0 lässt sich auch wie folgt charakterisie-
ren:

(a) f0 ist ein das eindeutige normierte Polynom minimalen Grades, das a als
Nullstelle hat.

(b) f0 ist das eindeutige irreduzible normierte Polynom, das a als Nullstelle
hat.

Definition 3.2.4 Sei L/K eine Körpererweiterung und sei a ∈ L.

(a) Im Fall (a) aus Satz 3.2.1 nennt man a transzendent über K.
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(b) Im Fall (b) aus Satz 3.2.1 nennt man a algebraisch über K. Das Polynom
f0 aus Bemerkung 3.2.3 nennt man das Minimalpolynom von a (über K).
Notation dafür: MiPoa/K . Den Grad degMiPoa/K = [K(a) : K] nennt
man auch den Grad von a über K.

Sagt man nur „transzendent“ oder „algebraisch“ (ohne K zu erwähnen), so meint
man transzendent bzw. algebraisch über dem Primkörper von K.

Bemerkung 3.2.5 Fast alle komplexen Zahlen sind transzendent: Es gibt über-
abzählbar viele komplexe Zahlen aber nur abzählbar viele algebraische Zahlen.
Insbesondere gibt es überabzählbar transzendente komplexe Zahlen.

Satz 3.2.6 e und π sind transzendent. (Ohne Beweis; ein Beweis steht z. B. im
Algebra-Buch von Lang.)

Mo 29.6.

Definition 3.2.7 Sei n ∈ N, n ≥ 1. Eine n-te Einheitswurzel ist eine kom-
plexe Zahl z, so dass zn = 1 ist. Eine primitive n-te Einheitswurzel ist eine
n-te Einheitswurzel, die keine k-te Einheitswurzel für k < n ist.

Bemerkung 3.2.8 ζn := e2πi/n ist eine primitive n-te Einheitswurzel. Allge-
meiner ist auch ζmn eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn m und n teiler-
fremd sind.

Beispiel 3.2.9 Ist p prim, so ist [Q(ζp) : Q] = p− 1.

Satz 3.2.10 Wir fassen Punkte in der Ebene als komplexe Zahlen auf. Dann
gilt: Ein Punkt a ∈ C ist mit Zirkel und Lineal aus den Punkten 0 und 1
konstruierbar genau dann, wenn a1, . . . , an ∈ C existieren mit a = an und
a2i ∈ Q(a1, . . . , ai−1) für i = 1, . . . , n.

Als Konstruktionen mit Zirkel und Lineal ist hierbei folgendes erlaubt:

• eine Gerade durch zwei (bereits konstruierte) Punkte ziehen;
• einen Kreis um einen Punkt durch einen anderen Punkt ziehen;
• einen Schnittpunkt von bereits konstruierten Geraden/Kreisen nehmen.

Korollar 3.2.11 Ist a ∈ C aus 0 und 1 mit Zirkel und Lineal konstruierbar, so
ist [Q(a) : Q] eine Zweierpotenz (und insbesondere endlich).

Korollar 3.2.12 Die folgenden Dinge lassen sich nicht mit Zirkel und Lineal
machen:

(a) Winkeldrittelung (und auch nicht Winkel durch p teilen, für Primzahlen
p ≥ 3)

(b) die Quadratur des Kreises
(Aus einem Kreis können wir kein Quadrat konstruieren, das die gleiche
Fläche hat.)

(c) Würfelverdopplung
(Aus einer Kante eines gegebenen Würfels können wir keine Kante eines
Würfels mit dem doppelten Volumen konstruieren.)

Mi 1.7.

Nachtrag zum Titel des Abschnitts: Ist L = K(a), so sagt man, L entsteht aus
K durch Adjunktion von a; und K(a) spricht man oft „K adjunigiert a“ aus.
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3.3 Algebraische Körpererweiterungen

Definition 3.3.1 Eine Körpererweiterung L/K heißt algebraisch, wenn alle
a ∈ L algebraisch über K sind.

Bemerkung 3.3.2 Ist L/K eine beliebige Körpererweiterung, so ist die Menge
{a ∈ L | a ist algebraisch über K} ein Unterkörper von L.

Satz 3.3.3 Ist L/K algebraisch und M/L algebraisch, so ist auch M/K alge-
braisch.

Satz 3.3.4 Für einen Körper K sind äquivalent:

(a) Jedes nicht-konstante Polynom in K[x] hat (mindestens) eine Nullstelle
in K.

(b) Jedes Polynom in K[x] zerfällt in Linearfaktoren.
(c) Jedes irreduzible Polynom in K[x] hat Grad 1.
(d) Die einzige algebraische Körpererweiterung von K ist K selbst.

Definition 3.3.5 Ein Körper K, der die Bedingungen aus Satz 3.3.4 erfüllt,
heißt algebraisch abgeschlossen.

Satz 3.3.6 Zu jedem Körper K gibt es eine algebraische Erweiterung L ⊇ K,
die algebraisch abgeschlossen ist. Außerdem ist L eindeutig bis auf Isomorpismus
über K, d. h. ist L′ ⊇ K eine weitere algebraisch abgeschlossene algebraische
Erweiterung von K, so existiert ein Isomorphismus ϕ : L → L′, der auf K die
Identität ist.

Definition 3.3.7 Den Körper L aus Satz 3.3.6 nennt man den algebraischen
Abschluss von K; Notation für den algebraischen Abschluss: Kalg.

Mo 6.7.

Bemerkung 3.3.8 Ist L/K algebraisch, so existiert ein Körperhomomorphis-
mus ϕ : L → Kalg über K. Anders ausgedrückt: Wir können L als Unterkörper
von Kalg auffassen.

Lemma 3.3.9 Ist K ⊆ L ⊆ Kalg, so lässt sich jeder Homomorphismus ϕ : L →
Kalg über K zu einem Autormorphismus von Kalg über K fortsetzen.

Lemma 3.3.10 Sei K ein Körper, sei a ∈ Kalg, und seien a = a1, . . . , an ∈
Kalg die Nullstellen von MiPoa/K . Dann erhält man eine Bijektion

{Homomorphismen K(a) → Kalg über K} → {a1, . . . , an}
σ 7→ σ(a).

3.4 Normale Körpererweiterungen

Erinnerung an Definition 3.1.10: Ist L/K eine Körpererweiterung, so bezeichnet
Aut(L/K) die Menge der Automorphismen von L über K, d. h. der Autormor-
phismen von L, die auf K die Identität sind.
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Bemerkung 3.4.1 Ist K ⊆ L ⊆ M , so ist Aut(M/L) eine Untergruppe von
Aut(M/K).

Definition 3.4.2 Sei K ein Körper. Der Zerfällungskörper (über K) eines
Polynoms f ∈ K[x] \ {0} ist K(a1, . . . , an), wobei a1, . . . , an ∈ Kalg die Null-
stellen von f sind.

Mi 8.7.

Satz 3.4.3 Die folgenden Bedingungen an eine endliche Körpererweiterung L/K
sind äquivalent:

(a) L ist Zerfällungskörper eines Polynoms f ∈ K[x] \ {0}.
(b) Für alle a ∈ L zerfällt MiPoa/K in L[x] in Linearfaktoren.
(c) Für jeden Homomorphismus σ : L → Kalg über K ist σ(L) = L.

Definition 3.4.4 Wenn die Bedingungen aus Satz 3.4.3 gelten, nennt man die
Körpererweiterung L/K normal. Man sagt auch: „L ist normal über K“.

Bemerkung 3.4.5 Teil (c) von Satz 3.4.3 besagt insbesondere, dass wir einen
(surjektiven) Gruppenhomomorphismus Aut(Kalg/K) → Aut(L/K), σ 7→ σ|L
haben, falls L/K normal ist. Der Kern davon ist Aut(Kalg/L).

Bemerkung 3.4.6 Sind K ⊆ L ⊆ M Körper und ist M/K normal, so ist auch
M/L normal.

3.5 Separable Körpererweiterungen

Satz 3.5.1 Ist K ein Körper der Charakteristik 0 und f ∈ K[x] irreduzibel, so
hat f in Kalg keine mehrfachen Nullstellen (d. h. alle Linearfaktoren von f in
Kalg[x] sind verschieden).

Definition 3.5.2 Sei L/K eine algebraische Körpererweiterung.

(a) Ein Element a ∈ L heißt separabel über K, wenn sein Minimalpolynom
MiPoa/K keine mehrfachen Nullstellen in Kalg hat.

(b) Die Körpererweiterung L/K heißt separabel, wenn alle Elemente von L
separabel über K sind.

Bemerkung 3.5.3 Ist charK = 0, so ist jede algebraische Körpererweiterung
L/K separabel.

Bemerkung 3.5.4 Sind K ⊆ L ⊆ M Körper und ist M/K separabel, so sind
auch L/K und M/L separabel.

Mo 13.7.

Satz 3.5.5 Ist L/K eine separable Körpererweiterung, so gibt es genau [L : K]
viele Körperhomomorphismen von L nach Kalg über K.
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3.6 Galois-Theorie

Definition 3.6.1 Eine endliche Körpererweiterung L/K heißt galoissch, wenn
sie normal und separabel ist. Man sagt auch: „L/K ist eine Galois-Erweite-
rung.“ Ist L/K galoissch, so nennt man Aut(L/K) auch die Galois-Gruppe
von L/K (und oft schreibt man Gal(L/K) dafür).

Satz 3.6.2 Ist L/K eine Galois-Erweiterung, so ist #Aut(L/K) = [L : K].

Bemerkung 3.6.3 Ist L der Zerfällungskörper über K eines Polynoms f ∈
K[x] mit Nullstellenmenge X = {a1, . . . , an} ⊆ Kalg, so erhält man einen in-
jektiven Gruppenhomomorphismus

Aut(L/K) → Sym(X)

σ 7→ σ|X .

Insbesondere hat man also eine Gruppenwirkung von Aut(L/K) auf X.

Satz 3.6.4 Ist L/K eine Körpererweiterung und H ⊆ Aut(L/K) eine Teil-
menge, so ist die Menge F := {a ∈ L | ∀σ ∈ H : σ(a) = a} ein Zwischenkörper
von L/K.

Definition 3.6.5 Den Körper F aus Satz 3.6.4 nennt man den Fixkörper von
H; Notation dafür: Fix(H).

Satz 3.6.6 (Hauptsatz der Galois-Theorie) Sei L/K eine endliche galois-
sche Körpererweiterung mit Galoisgruppe G = Aut(L/K). Dann hat man eine
Bijektion zwischen der Menge der Untergruppen von G und der Menge der Zwi-
schenkörper von L/K, die gegeben ist durch H 7→ Fix(H). Die Umkehrabbildung
ist F 7→ Aut(L/F ).

Mi 15.7.

Definition 3.6.7 Die Bijektion aus Satz 3.6.6 heißt Galois-Korrespondenz.

Satz 3.6.8 Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-Gruppe G =
Aut(L/K), seien H,H ′ ≤ G Untergruppen und seien F = Fix(H), F ′ =
Fix(H ′). Dann gilt:

(a) Die Galois-Korrespondenz ist „inklusionsumkehrend“, d. h. H ⊆ H ′ ⇐⇒
F ⊇ F ′.

(b) [L : F ] = #H und [F : K] = (G : H)
(c) Die Körpererweiterung F/K ist normal genau dann, wenn H ein Normal-

teiler von G ist. Ist dies der Fall, so hat man eine surjektive Einschrän-
kungsabbildung Aut(L/K) → Aut(F/K), deren Kern H ist. Insbesondere
ist dann also Aut(F/K) ∼= G/H.

Mo 20.7.

Beispiel 3.6.9 Sei p prim und L := Q(ζp). (Zur Erinnerung: ζp := e2πi/p.)
Dann ist L/Q galoissch, und wir haben einen Isomorphismus F×

p → Aut(L/Q),
der gegeben ist durch k 7→ (ζp 7→ ζkp ).
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Beispiel 3.6.10 Ist K eine algebraische Erweiterung von Q und p prim, so ist
K(ζp)/K galoissch, und Aut(K(ζp)/K) ist isomorph zu einer Untergruppe von
F×
p .

Beispiel 3.6.11 Sei p prim, sei K ein Körper mit ζp ∈ K, sei b ∈ K so, dass
f(x) := xp − b keine Nullstelle in K hat, und sei L der Zerfällungskörper von
f . Dann ist Aut(L/K) isomorph zu Z/pZ.

3.7 Auflösbarkeit

Satz 3.7.1 Ist L/K eine Galoiserweiterung, deren Grad [L : K] eine Zweier-
potenz ist und ist a ∈ L, so existieren a1, . . . , an ∈ K(a) so, dass a = an und
a2i ∈ K(a1, . . . , ai−1) ist, für i = 1, . . . , n.

Korollar 3.7.2 Ein Punkt a ∈ C ist mit Zirkel und Lineal aus den Punkten 0
und 1 konstruierbar genau dann, wenn a algebraisch ist und der Grad über Q
des Zerfällungskörpers des Minimalpolynom von a eine Zweierpotenz ist.

Korollar 3.7.3 Für Primzahlen p gilt: Das regelmäßige p-Eck ist mit Zirkel
und Lineal konstruierbar genau dann, wenn p− 1 eine Zweierpotenz ist.

Satz 3.7.4 C ist algebraisch abgeschlossen.
Mi 22.7.

Definition 3.7.5 Eine Körpererweiterung L/K ist eine Radikalerweiterung,
wenn ein a ∈ L und ein r ≥ 1 existiert mit L = K(a) und ar ∈ K. Ein Ele-
ment a ∈ Qalg heißt durch Radikale auflösbar, wenn Radikalerweiterungen
Q = K0 ⊆ K1 ⊆ . . . ⊆ Kℓ existieren mit a ∈ Kℓ.

Satz 3.7.6 Sei f ∈ Q[x] und sei L ⊇ Q der Zerfällungskörper von f . Dann sind
die Nullstellen von f durch Radikale auflösbar genau dann, wenn die Gruppe
Aut(L/Q) auflösbar ist.

Korollar 3.7.7 Ist f ∈ Q[x] ein Polynom vom Grad höchstens 4, so sind die
Nullstellen von f durch Radikale auflösbar.

Satz 3.7.8 Ist f ∈ Q[x] ein irreduzibles Polynom fünften Grades mit genau drei
reellen Nullstellen und ist L der Zerfällungskörper von f , so ist Aut(L/Q) ∼= S5.
Insbesondere sind die Nullstellen von f nicht durch Radikale auflösbar.

3.8 Endliche Körper

Satz 3.8.1 Ist K ein Körper der Charakteristik p (für eine Primzahl p) und ist
r ∈ N, so ist die Abbildung K → K, a 7→ ap

r

ein Automorphismus von K.

Satz 3.8.2 Die Kardinalität eines endlichen Körpers ist immer eine Primpo-
tenz, und zu jeder Primpotenz q gibt es (bis auf Isomorphie) genau einen end-
lichen Körper mit q Elementen.

Definition 3.8.3 Ist q eine Primpotenz, so wird der endliche Körper mit q
Elementen mit Fq bezeichnet.
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Sylow-Sätze, 12
symmetrische Gruppe, 4

teilen, 7, 17
Teiler, 17
teilerfremd, 17
transitiv, 10
Transposition, 8
transzendentes Element, 21
triviale Untergruppe, 4
Träger, 8

Untergruppe, 4
Unterkörper, 20
Unterring, 14

Verknüpfung
assoziative, 3

Vielfaches, 17
Vierergruppe

kleinsche, 9

Wirkung
einer Gruppe auf einer Menge, 9

Zentrum, 11
Zerfällungskörper, 24
Zwischenkörper, 20
Zykelzerlegung, 8
zyklisch, 5
Zyklus, 8

29


	Algebra
	Gruppen
	Gruppen und Untergruppen
	Gruppenhomomorphismen und Normalteiler
	Nebenklassen und Quotienten
	Der Homomorphiesatz und Anwendungen
	Die symmetrischen und alternierenden Gruppen
	Operationen von Gruppen auf Mengen
	Auflösbarkeit und p-Gruppen
	Die Sylow-Sätze

	Ringe
	Ringe und Unterringe
	Ringhomomorphismen und der Homomorphiesatz
	Mehr zu Idealen
	Integritätsbereiche
	Faktorielle Ringe und Hauptidealringe
	Polynomringe

	Körper
	Körpererweiterungen, Primkörper und Körperhomomorphismen
	Adjunktion von Elementen
	Algebraische Körpererweiterungen
	Normale Körpererweiterungen
	Separable Körpererweiterungen
	Galois-Theorie
	Auflösbarkeit
	Endliche Körper



