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Lösungsvorschlag

Aufgabe 1.

a) Sei a ∈ R. Dann gilt a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n mal

= 1 · a+ · · ·+ 1 · a︸ ︷︷ ︸
n mal

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n mal

) · a = 0 · a = 0.

b) Sei n ∈ Z. Dann (1, 1) + · · ·+ (1, 1)︸ ︷︷ ︸
n mal

= (n, n) ∈ Z/4Z × Z/6Z. Angenommen, dass

(1, 1) + · · ·+ (1, 1)︸ ︷︷ ︸
n mal

= (0, 0); dann gilt n ≡ 0 mod 4 und n ≡ 0 mod 6. Also n ∈

4Z ∩ 6Z = 12Z. Das heißt, die Charakteristik von R ist 12.

Aufgabe 2.

a) Sei f ∈ Z[x] sodass (3, x) = (f). Dann existiert g ∈ Z[x] mit 3 = fg. Das impliziert
0 = deg(3) = deg(f)+deg(g), also deg(f) = deg(g) = 0, und f, g ∈ Z sind. Also f |3
gilt in Z, das heißt, f ∈ {−3,−1, 1, 3}.
Es existiert auch h ∈ Z[x] sodass x = fh. Dann gilt 1 = deg(x) = deg(f)+deg(h) =
deg(h), also h = ax + b. Daraus folgt x = fh = fax + fb, also fb = 0 und fa = 1.
Also b = 0, a = ±1, und f = ±1; das impliziert (f) = Z[x] ̸= (3, x).

b) Sei I ein Ideal mit (3, x) ⊊ I. Also existiert f ∈ I \(3, x). Sei n ∈ N und (bi)i<n ∈ Zn

mit f =
∑n

i=0 bix
i. Aus f /∈ (3, x) und (3, x) = {

∑m
i=0 aix

i ∈ Z[x] | a0 ∈ 3Z} folgt,
dass b0 /∈ 3Z ist. Es gilt

∑n
i=1 bix

i ∈ (x) ⊆ I, also b0 = f −
∑n

i=1 bix
i ∈ I gilt.

b0 /∈ 3Z, also existieren k ∈ Z und r ∈ {1,−1} mit b0 = 3k + r. Da 3k ∈ (3) ist,
folgt dass r = b0 − 3k ∈ I. Daraus folgt I = K und (3, x) ist maximal.

c) Sei h1 := xf − g = x3 + 3x2 + 2x − x3 − 2x2 + 1 = x2 + 2x + 1 ∈ (f, g). Sei auch
h2 := f − h1 = x2 + 3x + 2 − x2 − 2x − 1 = x + 1 ∈ (f, g). Also (h2) ⊆ (f, g). Da
f = (x+1)(x+2) und g = (x+1)(x2 + x− 1), gilt auch f ∈ (h2) und g ∈ (h2), also
(f, g) ⊆ (h2).

Aufgabe 3.

a) Sei f = x− a. Dann eva(f) = f(a) = a− a = 0, also f ∈ ker(eva).

b) Sei g ∈ (x − a), dann existiert q ∈ R[x] mit g = (x − a)q. Es gilt eva(g) = eva(x −
a) eva(q) = 0 eva(q) = 0, also g ∈ ker(eva).

Sei nun g =
∑n

i=0 aix
i ∈ ker(eva), also g(a) = 0. Daraus folgt, dass q ∈ R[x] existiert

mit g = (x−a)q. (Dieses Satz kann man benutzen ohne Beweis.) Wenn R ein Körper



ist, können wir das zeigen mit Polynomdivision (Lem. 2.2.13). Wenn R eine beliebige
Ring ist, können wir das zeigen wie folgt:

Wir setzen bi =
∑n−i

k=0 a
kai+k für 0 < i ⩽ n. Dann gilt bi = ai + abi+1 für 0 < i < n

und bn = an. Wir setzen q =
∑n

i=1 bix
i−1. Dann gilt

(x− a)q =
n∑

i=1

bix
i −

n∑
i=1

abix
i−1

=
n∑

i=1

bix
i −

n−1∑
i=0

abi+1x
i

= bnx
n +

n−1∑
i=1

(bi − abi+1)x
i − ab1

= anx
n +

n−1∑
i=1

aix
i − ab1

= g − a0 − ab1

Das heißt, g = (x− a)q + r, mit r = (a0 + ab1) ∈ R.

Da g ∈ ker(eva) liegt, gilt 0 = eva(g) = eva(x − a) eva(q) + eva(r) = 0 eva(q) +
eva(r) = eva(r). Aber r ∈ R liegt; daraus folgt eva(r) = r, also r = 0. Schließlich
gilt g = (x− a)q, also g ∈ (x− a).

c) Der Homomorphiesatz sagt, dass R[x]/ ker(eva) ∼= im(eva) gilt. Es gilt ker(eva) =
(x − a), und im(eva) = R (da z.B. eva(r) = r für alle r ∈ R). Daraus folgt, dass
R[x]/(x− a) ∼= R.

Aufgabe 4.

a) Siehe Blatt 6 Aufgabe 6.

b) Sei ι : Z[x] → Q[x] die Inklusion und ev 1
2
: Q[x] → Q. Wir betrachten der Ringho-

momorphismus φ = ev 1
2
◦ι : Z[x] → Q.

Sei c ∈ im(φ). Dann existieren n ∈ N und ai ∈ Z für 0 ⩽ i ⩽ n sodass

c =
n∑

i=0

ai
1

2i
=

∑n
i=0 ai2

n−1

2n

gilt. Das heißt, c ∈ S.

Sei nun c ∈ S. Dann existieren a ∈ Z und n ∈ N mit c = a
2n

. Also c = φ(axn) ∈
im(φ); das heißt, im(φ) = S.

Wir betrachten nun ker(φ). Es gilt f ∈ ker(φ) gdw. ι(f) ∈ ker(ev 1
2
). Aus Aufgabe

3 folgt, dass ker(ev 1
2
) = (x − 1

2
) =

{
f ∈ Q[x]

∣∣ ∃q ∈ Q[x] mit f = (x− 1
2
)q
}
. Da 2

invertierbar in Q ist, gilt auch

ker(ev 1
2
) = (2x− 1) = {f ∈ Q[x] | ∃q ∈ Q[x] mit f = (2x− 1)q}



Sei f ∈ Z[x] teilbar durch 2x− 1, also existiert q ∈ Z[x] sodass f = (2x− 1)q. Dann
gilt ι(f) = (2x− 1)ι(q) ∈ ker(ev 1

2
), also f ∈ ker(φ).

Sei nun f ∈ ker(φ). Dann gilt ι(f) ∈ ker(ev 1
2
), also existiert q ∈ Q[x] mit ι(f) =

(2x− 1)q. Da f = ι(f), gilt f = (2x− 1)q; wir zeigen nun, dass q ∈ Z liegt.

Seien n ∈ N und ai ∈ Z für 0 ⩽ i ⩽ n sodass f =
∑n

i=0 aix
i. Seien auch bi ∈ Q für

0 ⩽ i < n sodass q =
∑n−1

i=0 bix
i. Dann gilt a0 = b0, also b0 ∈ Z. Angenommen, dass

bi ∈ Z für einige i < n − 1. Dann gilt bi+1 + 2bi = ai+1, also bi+1 = ai+1 − 2bi ∈ Z
liegt; das heißt, q ∈ Z[x].
Schließlich gilt ker(φ) = (2x− 1) · Z[x].
Also bei der Homomorphiesatz haben wir Z[x]/(2x− 1) ∼= S.

Aufgabe 5.

a) Sei x ∈ (m1) ∩ · · · ∩ (mk). Dann ist x teilbar durch m1, m2,. . . und mk. Da die
mi sind paarweise teilerfremd, ist x teilbar durch der Produckt m1m2 . . .mk, also
x ∈ (m1m2 . . .mk).

Sei nun x ∈ (m1m2 . . .mk). Dann ist x teilbar durch mi für 1 ⩽ i ⩽ k, also x ∈ (mi)
für jede i. Das heißt, (m1) ∩ · · · ∩ (mk) = (m1m2 . . .mk)

b) Weil die mi paarweise teilerfremd sind, ist die Projektion Z→ Z/m1Z×· · ·×Z/mkZ,
n 7→ (n mod m1, . . . n mod mk) surjetkiv. Insbesondere existiert n ∈ Z mit

(n mod m1, . . . , n mod mk) = (a1 mod m1, . . . , ak mod mk)

c) Seien n, n′ sodass n ≡ n′ ≡ ai mod mi für 1 ⩽ i ⩽ k. Dann ist n− n′ ≡ 0 mod mi,
also n− n′ ∈ (mi) für jede i; das heißt, n− n′ ∈ (m1) ∩ · · · ∩ (mk) = (m1m2 . . .mk),
also existiert a ∈ Z mit n′ = n+ am1m2 . . .mk.

Angenommen nun, dass n′ = n+am1m2 . . .mk für einige a ∈ Z; dann folgt n−n′ = 0
mod mi für jede i und n′ ≡ n ≡ ai mod mi. Also, die Menge von n′ ∈ Z, die (*)
erfüllen, ist genau {n′ ∈ Z | n′ ≡ n mod m1m2 . . .mk}.

Aufgabe 6. Sei n ∈ Z nicht teilerfremd mit 12. Sei a > 1 mit a|n und a|12, also existieren
b < 12 und c < n mit 12 = ab und n = ac. Angenommen, dass m ∈ Z existiert sodass
nm ≡ 1 mod 12. Dann bnm = bacm = 12cm ≡ 0 mod 12, aber bnm ≡ b · 1 ≡ b ̸≡ 0
mod 12. Das heißt, Einheiten des Rings Z/12Z sind teilerfremd mit 12, also in der List
1, 5, 7 = −5, 11 = −1 ∈ Z/12Z.
Es gilt 1 · 1 ≡ 1 mod 12, 5 · 5 = 25 ≡ 1 mod 12, (−5) · (−5) = 5 · 5 ≡ 1 mod 12, und
(−1) · (−1) = 1 ≡ 1 mod 12.
Das heißt, die Einheiten des Rings Z/12Z sind genau 1, 5, −5 und −1.


