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Aufgabe 1.

a) Seia € R.Danngilta+---+a=1-a+---+1-a=(1+---+1)-a=0-a=0.

nEaI n\r;al ngal
b) Sei n € Z. Dann (1,1) +---+ (1,1) = (7, n) € Z/4AZ x Z./67. Angenommen, dass

n mal
(1,1) +---+ (1,1) = (0,0); dann gilt n = 0 mod 4 und n = 0 mod 6. Also n €
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n;al
47, N 67, = 127.. Das heifst, die Charakteristik von R ist 12.

Aufgabe 2.

a) Sei f € Zx] sodass (3,z) = (f). Dann existiert g € Z[z] mit 3 = fg. Das impliziert
0 = deg(3) = deg(f)+deg(g), also deg(f) = deg(g) = 0, und f, g € Z sind. Also f|3
gilt in Z, das heift, f € {-3,—1,1,3}.

Es existiert auch h € Z[x] sodass © = fh. Dann gilt 1 = deg(z) = deg(f)+deg(h) =
deg(h), also h = ax + b. Daraus folgt x = fh = fax + fb, also fb =0 und fa = 1.
Also b =0, a = %1, und f = +1; das impliziert (f) = Z[z] # (3, x).

b) Sei I ein Ideal mit (3,2) C I. Also existiert f € I\ (3,z). Sein € N und (b;);<,, € Z"
mit f =" b’ Aus f ¢ (3,2) und (3,2) = {d[", aix’ € Z[x] | ag € 3Z} folgt,
dass by ¢ 37 ist. Es gilt > bz’ € (x) C I, also by = f — > 1 b’ € I gilt.
bo ¢ 37, also existieren k € Z und r € {1, —1} mit by = 3k + r. Da 3k € (3) ist,
folgt dass r = by — 3k € I. Daraus folgt / = K und (3, z) ist maximal.

c)Seihy =af—g=a3+322+2x — 2> -22> +1=22+2x+1 € (f,g). Sei auch
hy:=f—h=2>4+3r+2—-2>-2x—1=x+1€(f, g). Also (hy) C (f,g). Da
f=@+1)(z+2)und g = (x+1)(z* +x — 1), gilt auch f € (hy) und g € (hy), also

Aufgabe 3.

a) Sei f =x —a. Dann ev,(f) = f(a) =a—a =0, also f € ker(ev,).

b) Sei g € (x — a), dann existiert ¢ € R[z] mit g = (z — a)q. Es gilt ev,(g) = evy(z —
a)evy(q) = 0evy(q) = 0, also g € ker(ev,).

n

Sei nun g = > 1" ja;z" € ker(ev,), also g(a) = 0. Daraus folgt, dass ¢ € R[x] existiert
mit g = (zr—a)q. (Dieses Satz kann man benutzen ohne Beweis.) Wenn R ein Koérper



ist, kénnen wir das zeigen mit Polynomdivision (Lem. 2.2.13). Wenn R eine beliebige
Ring ist, konnen wir das zeigen wie folgt:

Wir setzen b; = Zk Oa ajrx fiir 0 < ¢ < n. Dann gilt b; = a; + ab;.; flir 0 <i < n
und b, = a,. Wir setzen ¢ = > | bz~ 1 . Dann gilt

x—aq—be —Zabix’i_l
=1

n—1

= Z bt — Z ab; 12"

i=0
=b,z" +Z abl+1x—ab1

n—1
=a,x" + Z a;xt — aby
i=1
=g —ap— ab
Das heifst, g = (z — a)q + r, mit r = (ap + aby) € R.

Da g € ker(ev,) liegt, gilt 0 = ev,(g) = eve(z — a)eve(q) + eva(r) = 0eva(q) +
eve(r) = evy(r). Aber r € R liegt; daraus folgt ev,(r) = r, also r = 0. Schliefslich
gilt g = (r —a)q, also g € (x — a).

c) Der Homomorphiesatz sagt, dass R[z]/ker(ev,) = im(ev,) gilt. Es gilt ker(ev,) =
(x — a), und im(ev,) = R (da z.B. ev,(r) = r fiir alle r € R). Daraus folgt, dass
Rlz)/(x —a) = R.

Aufgabe 4.

a) Siehe Blatt 6 Aufgabe 6.
b) Sei ¢: Z[z] — Q[z] die Inklusion und evy: Q[zr] — Q. Wir betrachten der Ringho-
momorphismus ¢ = evi ot: Z[x] — Q.

Sei ¢ € im(p). Dann existieren n € IN und a; € Z fiir 0 < ¢ < n sodass
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gilt. Das heifst, ¢ € S.

Sei nun ¢ € S. Dann existieren a € Z und n € IN mit ¢ = 5%. Also ¢ = ¢(az™) €
m(p); das heifst, im(p) = S.

Wir betrachten nun ker(p). Es gilt f € ker(p) gdw. ¢(f) € ker(ev %) Aus Aufgabe
3 folgt, dass ker(evi) = (z — 1) ={f€Qz] | 3¢ € Q[z] mit f=(z—3)g}. Da 2

invertierbar in Q ist, gilt auch

ker(evi) = (2¢ — 1) ={f € Q[z] | ¢ € Q[z] mit f = (2z — 1)q}
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Sei f € Z[z] teilbar durch 2x — 1, also existiert ¢ € Z[z] sodass f = (22 — 1)g. Dann
gilt o(f) = 2z — 1)u(q) € ker(evé), also f € ker(yp).

Sei nun f € ker(y). Dann gilt «(f) € ker(eV%), also existiert ¢ € Q[x] mit «(f) =
(22 — 1)q. Da f = (f), gilt f = (2z — 1)g; wir zeigen nun, dass g € Z liegt.

Seien n € IN und a; € Z fiir 0 < 7 < n sodass f = Z?:o a;x*. Seien auch b; € Q fiir
0 <i<mnsodass ¢ =Y. biz’. Dann gilt ag = by, also by € Z. Angenommen, dass
b; € Z fir einige 1 < n — 1. Dann gilt b, 1 + 2b; = a;41, also b1 = a;.1 — 2b; € Z
liegt; das heiftt, ¢ € Z|x].

Schlieklich gilt ker(y) = (22 — 1) - Z[z].

Also bei der Homomorphiesatz haben wir Z[z]/(2z — 1) = S.

Aufgabe 5.

a)

Sei x € (my) N--- N (mg). Dann ist x teilbar durch my, ms,...und my. Da die
m; sind paarweise teilerfremd, ist x teilbar durch der Produckt miyms...m,, also
x € (m1m2 .. mk)

Sei nun = € (mymsy...my). Dann ist x teilbar durch m; fir 1 < i <k, also x € (m;)
fiir jede i. Das heift, (my) N --- N (mg) = (myma ... my)

Weil die m; paarweise teilerfremd sind, ist die Projektion Z — Z/myZx - - - X Z./myZ.,
n+— (n mod my,...n mod my) surjetkiv. Insbesondere existiert n € Z mit

(n mod my,...,n mod my) = (a; modmy,...,ar mod myg)

Seien n,n’ sodass n =n’ =a; mod m; fiir 1 <i < k. Dannist n —n' =0 mod m;,
also n —n' € (m;) fir jede ; das heift, n —n’ € (my) N --- N (mg) = (Myma ... my),
also existiert @ € Z mit n’ =n + amimsy ... my.

Angenommen nun, dass n’ = n4+amims ... my fiir einige a € Z; dann folgt n—n' =0
mod m; fiir jede i und n’ = n = a; mod m;. Also, die Menge von n’ € Z, die (*)
erfiillen, ist genau {n’ € Z | n’ =n mod mymsy...my}.

Aufgabe 6. Sei n € Z nicht teilerfremd mit 12. Sei @ > 1 mit a|n und a|12, also existieren
b < 12 und ¢ < n mit 12 = ab und n = ac. Angenommen, dass m € Z existiert sodass
nm = 1 mod 12. Dann bnm = bacm = 12cm = 0 mod 12, aber bnm =b-1 =0 # 0
mod 12. Das heift, Einheiten des Rings Z /127 sind teilerfremd mit 12, also in der List
1.5.7— —5,11 = -1 € Z/12Z.

Esgilt 1-1=1 mod 12,5-5=25=1 mod 12, (=5)-(=5) =5-5=1 mod 12, und
(—1)-(-1)=1=1 mod 12.

Das heikt, die Einheiten des Rings 7 /127 sind genau 1, 5, —5 und —1.



