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Aufgabe 1.

a) a={> 1,z € Zx]|ay =0} ist kein Unterring, da 1 ¢ a. Ist aber ein Ideal:

e 0ca.

e Seien f =" az' und g = > ;" bz’ in a, dann gilt [+ g = Zf;ag((”’m) et
mit ¢; = a; + b;, also cg = ap+bg =0 und f + g € a gilt.

e Sei f =" a;a" € a Dann gilt —f = >7" (—a;)z", und —ag = 0; also gilt
—fea

e Seien f=3" jqx' €aund g =) " bia' € Z[z]. Dann gilt f-g =>"" c;a’
mit ¢; = > j = 0%a;bi — j, also ¢y = apbp = 0 und f - g € a gilt.

b) R= {1 ,ax" € Z]x] | a; = 0} ist ein Unterring von Zz|:

e e R.

e lcR.

e Seien f=>"" ja;x' und g = Y " bz’ in R, dann gilt f+ g = Z?;ag(n’m) ;1
mit ¢; = a; + b;, also ¢y =a; + by =0 und f + g € R gilt.

e Sei f=>" a4z € R Dann gilt —f = >"" (—a;)z", und —a; = 0; also gilt
—f€eR.

e Seien f =Y " iz’ und g = Y " bz’ in R, dann gilt f-g = Y 7 ¢;a’ mit
¢, =>,7=0%;bi —j,also c; = aghy + a1bp =0+ 0=0und f- g € R gilt.

Ist aber nicht ein Ideal, da 1 € R aber -1 =2 ¢ R.

c¢) Kein Unterring, da nicht abgeschlossen unter Multiplikation: 2® hat Grad < 3, aber
23 - 2% = 2% hat Grad > 3.

Auch kein Ideal, da 2 ist drinn, aber z - 23

= z% ist nicht.

Aufgabe 2.
a) Die Abbildung ¢: R — R X R, r + (r,r) ist ein Ringhomomorphismus:

e Seien r,s € R. Dann gilt p(r+s) = (r+s,r+s) = (r,r)+(s,s) = ¢(r) + ¢(s).
e Seien r,s € R. Dann gilt ¢(r-s) = (r-s,r-s) = (r,r) - (s,5) = o(r) - p(s).
e Esgilt p(1) = (1,1).

b) Nein, da diese Abbildung schickt 1 nach z.



c) Ja. Man kann die Aufgabe 16sen, indem man die Definition von Ringhomomorphis-
mus iiberpriift. Alternativ kann man sich diese Arbeit sparen, indem man Polynome

“an 2% auswertet”. Formal geht dies wie folgt:

e Die Inklusion ¢: R — R[z], a — a induziert eine Inklusion x: Rly|] — (R[x])[y],
Yo gaiyt = > u(a;)y’, die ein Ringhomomorphismus ist.

e Die Variablenumbennenung o: R[z] — Rly|, > @z’ — >0 a;y" ist ein
Ringhomomorphismus.

e Die Evaluationsabbildung e: (R[z])[y] = R[z], f(y) = > i (gi(2))y" — f(a?)

ist ein Ringhomomorphismus.

Schlieflich gilt ¢: R[] — R[z], Y 1, aix’ — > ja;x* = eo koo, und ¢ ist ein
Ringhomomorphismus.

Aufgabe 3.

a) Falsch: seien z.B. R =7, f = 2 und g = 2? + 1 € Z[z], dann g hat Grad 2 aber
9 ¢ [Z[x].

b) Falsch: seien R = Z /47 und f = 22* + x, also n = 2. Dann 2f € a\ {0}, aber
2f = 422 + 2o = 2z hat Grad < 2.

¢) Wahr: Sei m > n, dann betrachten wir g = f-2™ " € f- Rlz]. Wenn f ="  a;a’
mit a, #0, dann g = Y o gzt =3"" Qipn—ma® hat Grad m.

i=m—n

Aufgabe 4. Sei K ein Korper und I C K ein Ideal. Entweder I = {0}, oder existiert
x € I\ {0}. Da K ein Korper ist, exitiert z7! € K mit 7'z = 1. Da I ein Ideal ist,
gilt 7' C I; insbesondere, 1 = z7'z € 7' C [. Sei nun y € K. Es gilt yI C I,
insbesondere, y = yl € yI C I. Alle Elemente von K sind Elemente von I, das heift,
K=1.

Also, entweder I = {0} oder I = K.

Aufgabe 5.

a) Es gilt per Definition, dass (R, +) eine ablesche Gruppe ist. Wir betrachten nun die
Skalarmultiplikation: K x R — R, (a,r) + a-r, wobei - die Multiplikation in R ist.
Seien a,a’ € K und r,7" € R. Es gilt a- (r + ') = a-r + a -1’ (Distributivitat der
Multiplikation in R), (a +a’) - r = a-r+ ' - r (Distributivitdt+kommutativitat der
Multiplikation in R), a- (a’-7) = (a-a) - r (Associativitdt der Multiplikation in R),
und 1 -7 =7 (1 € K C R ist das multiplikatives neutrales Element).

b) Es gilt 0 € a und a ist abgeschlossen unter +, da a eine additive Untergruppe von R

ist. Sei A € K, dann Aa C a gilt; also, a ist abgeschlossen unter Skalarmultiplikationm
und a ein K-Untervektorraum von R ist.

c) Die Familiec B = {z*(1+2?) | k € N} bildet eine Basis von a: Sei f € a, dann
existieren ag,...,a, € K mit f = (1+27%)->" jaz' = > 1" ja;x’ (1 + a?) € (B) .
Seien nun ay, ... a, € K mit > ;a;z’(1+2?) = 0. Dann gilt 0 = >~7  q;z'(1+2?) =



S @t Y ar? = ag 4+ arx + Y o(a + ai—2)at + ap_12™ + a2t Also
gilt

( agp =0
aq =
Qo + a9 =0
ap—o+a, =0
Ap—1 =0

[ an =0

Das impliziert, dass a; = 0 fiir 0 < ¢ < n, also ist B linear unabhéngig.

d) Wir behaupten, dass B’ := B U {1,z} eine Basis von R ist. Es gilt 2° =1 € (B')
und 2! € (B'),. Sei n > 2. Per Induktion: angenommen, dass 2" 2 € (B'), gilt.
Dann gilt 2" = 2" (1 + 2%) — 2" 2 € (B') ..

Also {z* | k € N} C (B'), und da ({a* | k € N}) = K[a], es gilt (B'), = K[z].
Da z ¢ (B),, die Menge B U {x} ist linear unabhéngig. Wir zeigen nun, dass
1 ¢ (BU{x}): Seien ay, ..., a,,b € K sodass 1 = 1"  a;x*(14 z?) + bz. Dann gilt
1=ao+ (ay +b)x + (ag + az)z®> + -+ + (Ap_2 + ap)2™ + ap_12"™ + a, 2"+, also:
( Qo =1
ay + b =0
ag + ag =0
po+a, =0
Ap—1 =0
[ an =0
Dieses Gleichungsystem hat aber keine Losung.
Aufgabe 6.
a) o ()= g es.
o 1= % es.

c)

e Seix € 5, also existieren a € Z und n € N mit x = 5. Dann gilt —v = 5 € S.
e Seien z,y € S, also existieren a,b € Z und n,m € N mit x = 5 und y = QL
Danngiltx—i—y—weS

2n+m
e Seien x = % und y = 5% in S wie oben. Dann gilt x -y = 2n+m es.
e @ ist eine addltlve Untergruppe von S, Z ist auch eine additive Untergruppe
von S; dann muss a N Z eine additive Untergruppe von 7 sein.
e Seien x € anNZ und n € Z. Dann ist nx € Z. Da Z C S, ist auch n € S, und
da a ein Ideal von S ist, gilt nz € a. Also glit nz € a N Z; das heift, na C a.

Wir zeigen als erstes, dass alle Ideale von Z der Form nZ mit n = 0 oder n ungerade
auch der Form a N 7Z sind, wobei a ein Ideal von S ist.

Es gilt 0Z = {0} = {0} N Z und {0} ist ein Ideal von S.



Sei nun n ungerade. Dann ist a = n.S ein Ideal von S. Es gilt aNZ = n’Z: Sei x € nZ,
dann x = na fir einige a € Z, und = = 7122—‘1 ca,alsor€ean?Z;seinuny € an,
dann y = ng; fiir einige @ € Z und m € N. Aber y € Z, also 2™|na. Da n ungerade

ist, sind 2™ und n teilerfremd, also 2™|a und 5% € Z; das heifst, y = ny% € nZ.

Wir zeigen nun, dass alle Ideale von Z der Form a N Z mit a ein Ideal von S auch
der Form nZ sind, mit n = 0 oder n ungerade.

Da aNZ ein Ideal von Z ist (bei b), folgt dass aNZ = nZ mit n € IN. Angenommen,
dass n > 0 und gerade ist, also n = 2k. n fk, also k ¢ nZ. Aber, da n € a liegt, ist

k=3= %n € %a C a, also k € aNZ = nZ; ein Widerspruch.



