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Aufgabe 1.

a) G ist abelsch, also ist jede Untergruppe Normal; insbesondere, die 3-Sylow Unter-
gruppe von G ist Normal, und aus Be. 1.8.5 folgt, dass s3 = 1.

b) Sei H =7/9Z x (20) < G. Es gilt #H = 27 und #G = 9- 60 = 27 - 20. Da 27 = 3°
und 3 /20 gilt, ist H ein Sylow-3-Untergruppe.

Aufgabe 2.

a) Es gilt #G = (p — 1)p. Aus der Sylow-Satz, folgt dass s, =1 mod p und s,|p — 1,
insbesondere ist s, < p, also s, = 1. Aus Bem. 1.8.5 folgt, dass die einzige Sylow-p-
Untergruppe ein Normalteiler mit Ordnung p ist.

b) Sei A = (1) i € G. Es gilt AF = ((1) lf) fir 1 <k <p-—1, also ord(A) = p und
(A) ist eine Sylow-p-Untergruppe von G. Aus (a) folgt, dass (A) ein Normalteiler
1st.

Aufgabe 3.

a) Esgilt s3 =1 mod 3 und s3|5, also s3 € {1,5}. Aber 5 =2 % 1 mod 3, also s3 = 1.
Sei N die einzige Sylow-3-Untergruppe von G. Aus Bem. 1.8.5 folgt, dass N ein
Normlateiler von G ist, und sie hat Ordnung 9.

Es gilt auch s; = 1 mod 5 und s;|9, also s5 € {1,3,9}. Aber 3 # 1 mod 5 und
9=4=#1 mod 5, also s5 = 1. Sei N’ die einzige Sylow-5-Untergruppe von G. Aus
Bem. 1.8.5 folgt, dass N’ ein Normlateiler von G ist, und sie hat Ordnung 5.

b) Da N und N’ Normalteiler von G sind, sind

G — G/N d , G — G/N
a — aN un T 4 = aN

Gruppenhomomorphismen. Also

GxG — G/NxG/N
(a,0) — (7(a), 7' (b))

ist auch ein Gruppenhomomorphismus. Zuletzt ist die Diagonalinjektion

G —» GxG

“a e (a,a)



ein Gruppenhomomorphismus, und die Abbildung

fi G — G/NxG/N'
" a — (aN,aN’)

ist genau gleich w o ¢ und ist danach ein Gruppenhomomorphismus.

Sei a € ker f. Dann ist aN = N und aN' = M’. Also sowohl a € N als auch
a € N'.Da#N =9, gilt ord(a)|9, also ord(a) € {1,3,9}. Es gilt auch #N’ =5, also
ord(a) € {1,5}. Daraus folgt ord(a) = 1 und a = e; das heift, ker(f) {e}.

Also ist f injektiv. Es gilt #G = 45, #(G/N) = i_ff = 2 =5 und auch #(G/N’) =

fﬁ, =2 =9, also #(G/N xG/N') =5-9 = 45. f ist injektiv zwischen zwei enldiche

Menge mit gleich Kardinalitat, also ist f auch surjektiv.

Das heifst, f ist ein Isomorphismus.

Aus (b) folgt, dass G = G/N x G/N’ gilt. G/N hat Ordnung 5, also aus Bem. 1.4.7
folgt, dass G/N = Z/5Z ist. G/N' hat Ordnung 9 = 32, also aus Blatt 4 Aufg. 3
folgt, dass G/N’ ist entweder isomorph zu Z/9Z oder zu 7 /37 x 7./37.

Schliefslich gilt, dass G isomorph zu entweder Z/5Z x Z,/97. oder zu Z./57. x 7./ 37, x
7,37

Aufgabe 4.

a)

b)

c)

Es gilt s, =1 mod p und s,[2, also s, € {1,2}. Aber 2# 1 mod p, also s, = 1.
Es gilt auch sy|p, also sy € {1,p}.

e Sei H < Z/2pZ ein Sylow-2-Untergruppe. Es gilt also H = (a) mit ord(a) = 2.
Das einziges Element der Ordnung 2 ist p € Z/2pZ, also H = {6,]‘9} und es
existiert nur ein Sylow-2-Untergruppe von Z/2pZ.: s, = 1.

Seinun H < Z/2pZ ein Sylow-p-Untergruppe. Es gilt also H = (a) mit ord(a) =
p. T € Z./2pZ hat Ordnung p gdw. x € 27, also H = {6, 2,...,2p— 2} und es
existiert nur ein Sylow-p-Untergruppe von Z/2pZ: s, = 1.

e Seien 0 = 1,2,...,pund 7 = 1,p2,p—1,..., %5, 5= in D,. Es gilt D, =

{Jk,TJk | 0<k< p}. Alle Elemente der Form 7o%, fiir 0 < k < p, haben
Ordnung 2 und sie sind alle verschiedene. Also existieren p viele Sylow-2-
Untergruppe von D,: (1), (T0), ..., (To?~!). Das heifit, s; = p.

Elemente der Form o haben Ordnung p fiir 0 < k& < p, und es gilt o € (o);
also existiert nur ein Sylow-p-Untergruppe von D,: (o).

Angenommen, dass s, = 1 und s, = 1. Sei N die einzige Sylow-2-Untergruppe von
G, und N’ die einzige Sylow-p-Untegruppe von G. N und N’ sind Normlateilern von
G, und die Abbildung
G — G/NxG/N
f: a +— (aN,aN'")

ist ein Gruppenhomomorphismus, der injektiv ist da ker(f) = N N N’ = {e} und
danach surjektiv da #G = #(G/N x G/N’).

Also G =2 G/N x G/N'. Aber #(G/N) = p, also G/N = Z/pZ und #(G/N') = 2,
also G/N' = Z7/27.



Schlieblich gilt G = Z /27, x 7./pZ.. Das Element (1,1) € Z /27 x 7Z,/pZ hat Ordnung
2p, also G = Z./2pZ. ist zyklisch.

Sei H eine Sylow-2-Untergruppe von G, also #H = 2 und es existiert a € G mit
H = (a). Da ord(a) = 2 und ord(c*)|p fiir alle k € Z, ist a ¢ (o).

Sei H' eine andere Sylow-2-Untergruppe von G, also H' = (a’). Dann gilt a # o’ und
a’ ¢ (o)
Da s, = p, existieren p viele Sylow-2-Untergruppe von G, also existieren p viele

Elemente der Ordnung 2 die nicht in (o) liegen. Da G \ (o) genau p viele Elemente
enthélt, und p davon haben Ordnung 2, haben alle Elemente in G\ () Ordnung 2.

Sei k € Z. Dann ist 7o ¢ (o) — auberdem wird { € Z existieren mit 70" = o¢, also
7 =0o""% € (o), und das gilt nicht.

k k

Also hat 7¢* Ordnung 2, das heift, 70*70* = e, oder 70*7 = 07%. Da 7 = 77!, gilt

rokr=l = o7k,

Da ord(o) = p, gilt [G : (0)] = 2, also gilt G\ () = 7 (o).

Sei z € G. Entweder z € (o), dann existiert k¥ € Z mit x = o*; oder = ¢ (¢), dann

existiert k € Z mit = = 7o,

Also z ist der Form o* oder 7o* fiir k € Z. Da ¢ Ordnung p hat, kénnen wir
k € {0,...,p— 1} nehmen. Da G genau 2p Elemente enthélt, muss alle Elemente
der Form 77¢% mit j € {0,1} und k € {0,...,p — 1} verschiedene sein.

Seien 4,5 € {0,1} und k,¢ € {0,...,p — 1}, und seien z = 77o* und y = 7o’ in G.
Dann gilt vy = T/o*ri0" = 77 (1~ ’0’“7‘1)0z = 7=+ wobei 4 4 j ist modulo 2

reduziert und (—1)'k + ¢ ist modulo p reduziert.

Seien ¢ = 1,2,...,pund 7 = 1,p2,p—1... 5=, 5= in D,. Es gilt D, = (7,7). In
D, gilt 7I5*7i5t = 7G4+ Also, der Gruppenhomomorphismus, der schickt

(1,0) nach (7,0) ist ein Isomorphismus:

wir betrachten die Abbildung f: G — D, sodass f(r7c*) = 795%. Wir behaupten,
dass f ein Gruppenisomorphismus ist.

o Seien i,j € {0,1} und k, £ € {0,...,p— 1}, und seien x = 770" und y = 7’0"

in G. Dann gilt 2y = 77t g(-D*+,
Es gilt dann f(zy) = f(r'"ol- )k”) = 7GR und auch f(z)f(y) =
f(Tia®) f(ri0?) = 76761 = 7GR+ also f(xy) = f(x)f(y) ist ein Grup-
penhomomorphismus.

e Da D, = {’T\j’a\k | j€{0,1},ke{0,...,p— 1}} gilt, ist f surjektiv. Da #G =
#D, = 2p, ist auch f injektiv, und f ist ein Gruppenisomorphismus.



