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Aufgabe 1.

a) Seien L, K Korper sodass L/K ist eine Galois Korpererweiterung von Grad n. Sei
p prim sodass p|n, und seien ¢, € IN mit n = mp’ mit m, p teilerfremd. Dann
existiert mindenstens ein Korper K’ sodass K C K’ C L, und L/K’ ist eine Galois
Korpererweiterung von Grad p. Sei s, die Anzahl solche Korpererweiterungen. Dann
s, =1 mod p und sp,|m.

b) Seien L, K Korper sodass L/K ist eine Galois Korpererweiterung von Grad n. Sei p
prim sodass p|n. Dann existiert ein Kérper K’, sodass K C K’ C L, und L/K’ ist
eine Galois Korpererweiterung von Grad p.

Aufgabe 2.

a) a? = 4208+ = +2+¢ =i+2—i=2. Alsoa = v/2 und das Minimalpolynom
von « ist 22 — 2.

b) Es gilt [Q(«) : Q] = 2, also ist Q(«)/Q echt. Es gilt Q(«) € R und (s ¢ R, aber
(s € L. Daraus folgt, dass L/Q(«a) echt ist.

Es gilt [L : Q] = [L: Q(o)][Q(a) : Q] = 2[L : Q(a)] > 4. Aber L = Q(¢s) und
Ca+1=0, also [L : Q] < 4. Schlieflich gilt [L : Q] = 4.

c) Da L ein Zerfallungskorper ist, ist L/Q Galois. Also ist # Aut(L/Q) = [L : Q] = 4.
Das Minimalpolynom von (g ist z* + 1, und die Nullstellen davon sind (g, ¢3, (3, (7,
die alle in L liegen. Also existiert fiir jede k£ € {1,3,5,7} ein o € Aut(L/Q) mit
o3 (Gs) = G&-

d) Es gllt Ug(Og(Cg)) = Ug(ng) = O'3(C8>3 = (Cg)s = Cé) = Cg, also 03003 =01 = id.

e) 0'5(0'5(C8)) = 825 = Cg, und O'7(O'7(<8)) = gg = Cg, also gllt 05005 = 01 und 07007 = 01

f) Aus Blatt 4 Auf. 3 folgt, dass eine Gruppe der Ordnung 4 Isomorph entweder zu
Z./AZ oder zu 7. /27 x Z./2Z. Da Aut(L/Q) kein Element der Ordnung 4 hat, gilt
Aut(L/Q) 2 Z/27 x 7./ 27.

g) Esgilt 03(8) = (2 + (s = 3, also B € Fix(H).

h) Da 8 € Fix(H), gilt Q(8) C Fix(H). BEs gilt 82 =G+ +2(¢ =i —i—2= -2,
also B = v/2i ¢ Q. Daraus folgt [Q(3) : Q] = 2 und 2 = [Fix(H) : Q] = [Fix(H) :
QAQA) : Q] = 2[Fix(H) : Q(B)], also [Fix(H) : Q(F)] = 1 und [Fix(H) = Q(5).

i) Es gilt o7(a) = a, also a € Fix({o7)) und Q(a) = Fix((o7)).

j) Es gilt v = 0.

k) Es gilt v = (8 = ¢§ ¢ Q, es gilt auch o5(7) = ¢° = (§ =, also Q(v) = Fix({03)).



Aufgabe 3.

a)

d)

e)

f)

Wir méchten benutzen, dass der Bahn von /2 unter dieser Wirkung alle Elemente in
X enthilt, also fiir jede k € {0, ..., 4} existiert o}, € Aut(L/K) mit oy(v/2) = ¢FV/2.
Wir betrachten die Kérpererweiterung Q(v/2)/Q. Es gilt MiPo V5 = x® — 2. Sei
k € {0,...,4}. Dann C;fﬁ ist auch eine Nullstelle von MiPo%/Q = 2° — 2. Aus
Lem. 3.3.10 folgt, dass ein Homomorphismus o von Q(+v/2) nach Q9 iiber Q existiert,
mit o(v/2) = (Fv/2. Aus Lem. 3.3.9 folgt, dass ¢ € Aut(Q¥/Q) existiert, mit
3|Q( ) = 0. Schlieflich, L ist der Zerfallungskérper von x° —2, also ist L/Q normal.
Aus Bem. 3.4.5 folgt, dass o], € Aut(L/Q) gilt. Also wir setzen o, = 7|, und es
gilt o, € Aut(L/Q) und o(v/2) = ¢Ev/2.
Wir betrachten die Korpererweiterung L/Q(+/2). Aus Blat 11 Auf. 5 folgt, dass
L = Q(~+/2,(5v/2) und dass MiPo,. 35,9z grad 4 hat. Seine Nullstelle sind genau
CEV/2 fiir ke {1,...,4}.
Sei k € {1,...,4}. Aus Lem. 3.3.10 folgt, dass ein Homomorphismus ¢ von L nach
Q9 iiber Q(v/2) existiert, mit o((5v/2) = (Fv/2. Aus Lem. 3.3.9 folgt, dass & €
Aut(Q¥/Q(~¥/2)) existiert, mit 7|, = o. Schlieflich, L ist der Zerfallungskorper
von MiPo,, 55,q 53, also ist L/Q(v/2) normal. Aus Bem. 3.4.5 folgt, dass 7|, €
Aut(L/Q(v/2)) gilt. Also gilt o € Aut(L/Q(v/2)) und o (¢sv/2) = CEV/2.
Aus a) folgt, dass 0; € Aut(L/Q) existiert, mit ¢,(v/2) = a. Da oy bijektiv ist,
existiert x € L mit oq(x) = b. Da b*> = 2, gilt auch z° = 2, also z € X; da oy(z) =
b#a=0,(v2),gilt © # V2. Also v € X'. Aus b) existiert o, € Aut(L/Q) mit
02(v/2) = /2 und Uz(CsW) = 2. Sei 0 = 0y 0 05. Dann gilt o(v/2) = 01(02(\5/5)) =
0'1(\5/5) = ¢ und O'(Cg,w) = 0'1(0'2(<5\5/§>) = 0'1(.1') = Q.
Es gilt [L : Q] = 20, und, da L/Q Galois ist, # Aut(L/Q) = 20. Es existiert 5-4 = 20
viele tuple (a,b) € X? mit a # b. Also ist o eindeutig.

. 5 g 5 2\5/7 p— . .. .
Es gilt 00(¢5) = ao(@\s}?) = 22%5\‘[5) = géé = (5. Also gilt fiir jede k € {0,...,4},
dass 0o(CEV/2) = 0o(CF)oo(V2) = 1 V2 = ¢F™V/2. Daraus folgt 0y = 02413,
wobei k € {0,...4} ist zu ¢¥v/2 € X assoziiert.

Es gilt ord(og) = 5, also [L : Fix(op)] = 5 und [Fix(0p) : Q] = 4.




