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Aufgabe 1. Sei b € L\ Q. Dann ist L = Q(b) (das folgt aus Ubungsblatt 11, Auf. 1). Sei
f das Minimalpolynom von b iiber Q. Dann existieren ¢,d € Q mit f(z) = 2? + cx + d.

Aus der Formel zur Losung quadratischer Gleichungen folgt, dass b = _Cich 4d Gej
a=c*—4d € Q. Dann gilt b = —£ £ 1./a, also b € Q(y/a). Dann folgt Q(b ) C Q(\/_)

Aber
[Q(Va): Q] <2

und

[Q(Va) : Q] = [Q(Va) : QD)][Q) : Q] = 2[Q(Va) : Q(b)]
Daraus folgt [Q(v/a) : Q] = 2 und [Q(1/a) : Q(b)] = 1, das heiftt, Q(b) = Q(\/a).

Aufgabe 2. Sei o’ € K(a) eine Nulstelle des Minimalpolynoms von a iiber K. Wir werden
zeigen, dass es genau ein Automorphismus von K (a) iiber K existiert, die a nach a’ schickt.
Aus 3.3.10 folgt, dass ein Homomorphismus o: K(a) — K% iiber K existiert, der schickt
a nach a'. Sei x € K(a), dann ist z = Y. ¢;a’, mit ¢ € K und d = [K(a): K]. Da
a € K(a) liegt, gilt o(z) = 307 cio(a)’ = Zfzol ca”' € K(a') C K(a), also im(a) C
K(a). Wir sehen o als ein Endomorphismus von K(a) iiber K. Da o injektiv ist (aus
3.1.11), und da o insbesondere ein K-lineare Abbildung von K(a) nach K(a), und da
dimg (K (a)) < oo, ist auch o surjektiv, und o € Aut(K(a)/K).

Also fiir jede o’ € K(a), der eine Nullstelle von f ist, existiert ¢ € Aut(K(a)/K) mit
ola) =d.

Seien nun o, 7 € Aut(K(a)/K) mit o(a) = 7(a) = a’. Wir sehen ¢ und 7 als Abbildungen
von K (a) nach K. Da o(a) = 7(a), folgt aus 3.3.10, dass 0 = 7 gilt. Also existiert genau
ein 0 € Aut(K(a)/K) mit o(a) = d'.

Aufgabe 3.

a) Das Minimalpolynom von v/2 iiber @ ist 2°—2. Aus auf. 2 folgt, dass # Aut(Q(+v/2)/Q)
gleich der Anzahl der Nullstellen von z° — 2 in Q(\E/ﬁ) ist. Es gibt nur ein Nullstelle

von 2° — 2 in Q(v/2), also # Aut(Q(~+/2)/Q) =1
b) Nein, da # Aut(Q(¥/2)/Q) = 1, gilt Aut(Q(¥/2)/Q) = {id}; und id(¥/2) # /2",

c¢) Das Minimalpolynom von (s iiber @ ist %+ 3+ 2% +z + 1. Die Nullstelle davon sind
G5, €2, ¢2 und (2, die liegen alle in Q((5). Daraus folgt, dass # Aut(Q((5)/Q) = 4 ist.

d) Ja, da ¢? eine Nullstelle des Minimalpolynoms von (5 iiber Q ist, die liegt in Q((s).
Dann gibt 02(¢2) = (5.

e) Aus Blatt 11 Auf. 5 folgt, dass L = Q(v/2,¢s) und [L : Q] = 20 ist.



f)

Sei K = Q(+/2). Dann gilt [L : K] = 4 (aus Blatt 11 Auf. 5), und L = K((;v/2).
Das Minimalpolynom von (5v/2 iiber K hat grad 4, und seine Nullstellen sind genau
Csv/2, CBV/2, (3V/2, (A2, die alle in L liegen. Also gilt # Aut(L/K) = 4.

Aufgabe 4.

a)

Sei a € Q(v/2). Dann existieren b,c € Q mit a = b + ¢v/2. Angenommen, dass
a® = b + 2¢% 4 2bey/2 € Q liegt. Dann muss 2bc = 0 sein, also, entweder b = 0 oder
c¢=0. Wenn b = 0 ist, gilt a = ¢v/2, und ¢® = 2¢* € Q. Wenn ¢ = 0 ist, gilt a = b,
und a? = b € Q.

Angenommen, dass V3 e Q(\/é) ist. Dann ist 3 = \/52, also /3 ist entweder der

Form b € Q oder ¢v/2 mit ¢ € Q. Da /3 ¢ Q ist, haben wir V3=cv2. DaceQ
ist, gilt ¢ = 2 mit n, m teilerfremd. Dann gilt mv/3 = nv/2, also 3m? = 2n?. Daraus

folgt 2|m?, also m = 2m/, und 3 - 4m’> = 2n?, der impliziert 3 - 2m’> = n2. Also 2
teilt n?, und n = 2n/; also sind n, m nicht teilerfremd.

Sei f(z) = 22 —3 € Q(v/2)[z]. Da /3 ¢ Q(V/2) gilt, hat f keine Nullstelle in Q(1/2),
und, da deg(f) = 2, ist f irreduzibel iiber Q(v/2). Also ist f das Minimalpolynom
von /3 iiber Q(v/2).

Da 22 —3 das Minimalpolynom von v/3 iiber Q(v/2) ist, gilt [Q(v/2,v/3) : Q(v/2)] = 2.
Dann gilt [Q(v2,V3) Q] = [Q(v2,v3) : Q(V2)|[Q(V2) : Q] =22 = 4.

Sei 2 € Q(v2,v/3). Aus Bem. 3.2.2 (mit K = Q(v/2) und a = /3) folgt, dass
r = a+by/3, mit a,b € Q(v/2). Aus Bem. 3.2.2 (mit K = Q und a = v/2) folgt, dass
a=c+dV2und b= e+ f\/2, mit ¢,d,e, f € Q. Dann folgt = = (c + dv/2) + (e +
fV2)V3 = ¢+ dv2 + eV3 + f/6. Das heifit, {1, V2,3, \/6} erzeugt Q(v/2,/3)
als ein Q-Vektorraum. Da dimQ(Q(\/E, \/5)) =4, ist {1, V2,43, \/6} eine Basis von
Dav2++3 € Q(\/i, \/§) ist, haben wir der Folgende Turm von Koérpererweiterun-
gen: Q C Q(V2+v3) € Q(V2,v3). Also [Q(v2++/3) : Q] teilt [Q(V2,V3) : Q] = 4,
und das Minimalpolynom von v/2 4+ v/3 hat grad entweder 1, 2, oder 4.

Es gilt V3 ¢ Q(v/2), also V34 v2 ¢ Q, und der grad des Minimalpolynoms von
V2 4+ /3 ist grofer als 1.

Sei f(x) = az®+br+c, mit a,b, ¢ € Q, sodass f(v/2+1/3) = 0. Also gilt a(v2++/3)>+
b(v/2+v/3)+c = 2a+3a+2av/6-+bv2+b\/3+c = (2a+3a-+c)+bv2+bv/34+2a1/6 = 0.
Da {1, V2,43, \/6} linear unabhéngig iiber Q, gilt 2a+3a+c =0, b = 0, und 2a = 0;
alsoa=0,c=0und f = 0.

Also das Minimalpolynom von v/2+ v/3 hat grad > 2, und daraus folgt, dass es grad
4 hat.

Es gilt

4=[Q(V2,V3): Q]
= [Q(V2,V3) : Q(V2+ V3)][Q(V2 + V3) : Q]
=[Q(v2,v3) : Q(V2+V3)] - 4

also [Q(V2,v3) : Q(V2 + v3)] = 1 und Q(V2.v/3) = Q(V2 + V).



2)

Wir betrachten Q(v/2,v/3)/Q(v/2). Diese Kérpererweiterung ist durch /3 erzeugt,
und 2?2 — 3 ist sein Minimalpolynom. Die Nullstellen von z? — 3 sind V3 und —\/3,
die beide in Q(v/2,v/3) liegen. Also existiert o1 € Aut(Q(v/2,v3)/Q(v/2)), mit
01.1(v/3) = —v/3. Da o, lisst Q(v/2) fests, lisst er auch Q fests, und es gilt
o1,-1 € Aut(Q(\/?, \/g)/Q) mit 01,_1(\/5) = /2 und 017_1(\/5) = —+/3.

Ahnlich betrachten wir Q(v/2,v/3)/Q(v/3) und finden wir o_; ; € Aut(Q(v/2,v/3)/Q)
mit 0_171(\/5) = —v/2 und 0_171(\/5) = 3.

SchlieRlich setzen wir 0_; 1 =0_11 007 1.

Fiir jeder 0 € Aut(Q(v/2,v3)/Q) ist o(v/2 + v/3) eine Nullstelle des Minimalpoly-
noms von v/2++/3. Also sind v24++/3, 011 (vV2+v3) = —vV2+V3, 011 (vV2+V/3) =
V2 — /3, und 0,1,,1(\/5 +/3) = =2 — /3 vier Nullstellen des Minimalpolynoms
von V2 + v/3. Da dieses Polynom grad 4 hat, sind sie alle Nullstellen.

Der Korper Q(ﬁ + \/5) enthélt alle Nullstellen des Minimalpolynoms von V2+ \/5,
also ist er der Zerfallungskorper von V2 + V3.



