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Aufgabe 1.

a) Der Polynom z? — p ist irreduzibel in Q[z] bei der Einsenstein Kriterium: es gilt
ptay =1, plag = 0, und plag = p aber p* { ag. Da x? — p irreduzibel ist, hat er
insbesondere keine Nullstelle in Q, also /p ¢ Q.

b) Seien a,b € Q mit a+b,/p = 0. Wenn a # 0 ist, gilt \/p = —2 € Q, ein Widerspruch.

Also ist @ = 0, und es gilt by/p = 0. Da /p # 0 ist, haben wir b = 0; das heifst, 1
und ,/p sind Q-linear unabhéngig.

Aufgabe 2.

a) Falsch: seien z.B. K = Qund L = M = R. Dann sind 1 und ,/p Q-linear unabhéngig
aber R-linear abhéngig.

b) Wahr: seien ay,...,a, € M L-linear unabhéngig, und seien \;,..., A\, € K mit
May + -+ A\a, = 0. Da K C L ist, sind alle \; € L. Da a4,...,a, L-linear
unabhéngig sind, gilt A\; = 0 fiir alle ¢, also aq, ..., a, sind K-linear unabhéingig.

c) Wahr:seix € (ay,...,a,),, dann existieren Ay, ..., A, € K mit z = A\ja1+- - -+, a,.
Da K C L ist, gilt \; € L fir alle 4. Also = € (ay,...,a,);.

d) Falsch: wir nehmen K # L, z.B. K = Q und L = M = R. Dann gilt (1), = K,
(1); =L,und L Z K.

Aufgabe 3.

a) Wir sehen f als ein Element von Z[x]. f ist primitiv, also gibt es kein n € Z mit
In| > 1 und n|f. Seien nun ¢g,h € Z[z] mit f = gh und mit deg(g) = 1, dann
existieren a,b € Z mit g = ax + b. Dann teilt a der zu z* koeffizient von f, also all
und a = £1. Dann ist f = gh = £(z £ b)h, also £b ist eine Nullstelle von f, die in
7 liegt.

Wir zeigen nun, dass f keine Nullstelle in Z hat: es gilt f'(z) = 3z2+4, also f'(z) > 0
fir alle z € R und f ist monoton steigend auf R. Es gilt f(0) = —1 und f(1) = 4,

also f hat genau eine Nullstelle in R, und sie liegt zwischen 0 und 1. Insbesondere
hat f keine Nullstelle in Z.

Schliefslich gilt, dass f irreduzibel in Z[z] ist. Da f primitiz ist, folgt Aus Satz 2.6.7,
dass f irreduzibel in Q[z] ist.



b) Da f irreduzibel ist und Q ein Kérper ist, folgt dass (f) ein maximal Ideal ist, und
daraus folgt dass Q[z]/(f) ein Korper bildet.

c¢) Aus Bsp. 2.2.14 folgt, dass L ein Q-Vektorraum ist, mit Basis 1, 7, 7%; also [L : Q] =
dimg(L) = 3.

d) In L gilt f =0, also 7° +47 — 1 =0, und 7° = 1 — 47.
e) Esgilt T-§ = apT+a1 7%+ aoT® = apT+a 172 +az(1—47) = ay- 1+ (ag—4az)-T+a, -T2

Qg
f) Da 1,7,7% eine Basis von L bildet, es gilt dass L — Q3, ag + aiT + a27% — | a1
a2
ein Isormorphismus (von Q-Vektorrdume) ist. Es gilt a(ag + a1 + a97?) = ay - 1 +
Qo (05}
(ap —4ay) - T+ ay - 72, also wenn A € Q33 existiert, sodass A- | a1 | = | ap — 4ay
(05} aq
fir alle ag, ay,as € Q, dann ist « linear und ist A die zu «a assoziierte Matrix. Die
00 1
Matrix A= |1 0 —4] ist eine solche Matrix.
01 0

g) Seige Lesgilt B(g) =g -h =7 (bo+ 0T+ boT%) = byg + 01 - T + byg - 7> =
boid(g) + bia(g) + bea(a(g)) = (boid +bia + baa®)(g), also die Matrix B gleich
bo[g + blA + b2A2 ist.

h) Sei g € L sodass gz = 1, das heifst, a(g) = 1. Seien ag, a;,as € Q mit g = ag+ a1 +
1 Qo 1
a,@?. Dann gilt A 0], das heifit, [a; | = A1 [0
0 a9 0
4 10 1 4
DaAt=10 0 1|, wir haben a1 =A1(0]=10]| undg=4+7°
1 00 o 0 1

Aufgabe 4. Wir betrachten der Ringisomorphismus ¢: Q[z] — Q[y], g(x) — g(y+1). Sei
f(z) = 14aP+a?+- - +20~P Dannist o(f) = f(y+1) = 1+ (y+1)P+-- -4 (y+1)P-r,
Seien ag, ..., ap-1)y € Z mit f(y+1) = ZEZ_OI)I? a;y’. BEs gilt ag = ¢(f)(0) = f(1) = p.

Es gilt auch (#? — 1) f(z) = a? + 2%+ 44 a?’ —1—a? — 2% — .. —gpP=Dp = g7* 1,
Wir arbeiten nun modulo p: sei f(y+1) = Z(ﬁ Vet € (Z)pZ)[y]. Es gilt (27 —1)f(z) =
a2’ — 1, also (y+ 1P —Df(y+1) = (y+1)? —1. Da (y+ 1) = y* + 1 mod p, es
gilt (y+1)P —1 =y, und (y+1P =1 =@y +1P—-1=y"4+1-1=y”. Das
heikt, y?f(y + 1) = y*° mod p, aus wer folgt v*(f(y + 1) — y*~'p) = 0 mod p, also
fly+1)—y»'p =0 mod p. Das heikt, f(y +1) = Zgigl)paiyi = y®=YP mod p, also,
a; =0 mod p fur alle i < (p—1)p, und ag-1), =1 mod p.

Wir haben dann, dass p|a; fiir alle i < (p—1)p, p 1t a(p-1)p, und p? { ag. Bei der Einsenstein

Kriterium, folgt dass f(y+1) irreduzibel in Q[y] ist. Da ¢ ein Isormorphismus ist, ist auch
f(z) = o Y(f) irreduzibel.



