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Aufgabe 1.

a) Sein € Z. Es gilt f(n) = (—1)". Daraus folgt, dass f(n +m) = (=1)""" = (=1)"-
(=)™ = f(n)f(m) gilt fir jede n,m € Z.

b) Es gilt f(n) =1 genau dann, wenn n gerade ist, also ker(f) = 27Z.

¢) Angenommen, dass g: Q — R* existiert, mit g(n) = f(n) fir alle n € Z. Insbeson-
dere, g(1) = —1. Dannist —1 = g(1) = g(: +3) = 9(3)9(3) = 9(3)?, also g(5)* = —1
und g(3) ¢ R.

d) Seien n,m € Z. Dann gilt 1 = g(2n) = g(n)> = g(m=2)* = g(£)*", also g(2)*" =1

und g(2) ist ein Einheitswurzel.
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Aufgabe 2.
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a) Es gilt ord(124567) = kgV(2,4) = 4.

NN ~ NN
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Alternativ Losung: Es gilt (124567)% = 4657 # id, (124567)% = 124765 # id, und
NN
(124576)* = id, also ist die Ordnung 4.

b) Nein: Sei o € S; und seien oy, ..., 0 die Zykel in der Zykelzerlegung von o, und sei
n; der Linge der Zyklus o;. Dann gilt ord(c) = kgV(ny,...,nx) und jede n; < 7 ist.
Insbesondere, ord(a)| kgV(1,2,...,7) =22-3-5-7 =420, und 8 1 420.
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¢) Da 123 und 456 disjunkt Trigern haben, die kommutieren, und ist daraus H abelsch.
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Es gilt auch ord(123) = ord(456) = 3. Daraus folgt H = {123”1567 0<14,j< 2}
und #H =32 =0.

Da #S; = 3% (2*-5-7), die Sylow-3-Untergruppen von S; sind genau die Unter-
gruppen der Ordnung 32 = 9. Also ist H eine Sylow-3-Untergruppe von S;.
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d) Seien 7 = 0123 o1 =34671237643 =124 und 7, = 04560~ = 3467456 7643 =
e\ N\ /N =\
357. Es gilt cHo ™' = 0(123,456)0 ! = (0123071, 0456 07 1) = (11, T0).
e) Bei der Sylow-Satze gilt, dass alle Sylow-3-Untegruppe konjugiert zu einanders sind.
Sei Ps ein Sylow-3-Untegruppe, dann existiert 7 € Sy mit Py = 7H7 ! = <Ti?37’1, T@T’U =

F(1)r(2)7(3), 7(4)7(5)7(6)).

Aufgabe 3.



Esgilt 0=0+0: € R.

Sei z=a+1b € R, dann gilt —2 = —a — b € R.

Seien z = a+ib € Rund y = c+id € R. Dann gilt x+y = (a+c¢)+(b+d)i € R.
Seien z = a+ib € Rund y = c+id € R. Dann gilt xy = ac + adi + bci — bd =
(ac — bd) + i(ad + bc) € R.

b) Sei x = a + ib € a. Dann existiert z = ¢+ id € R mit = 2z, also a = 2¢ € 27 und
b= 2d € 27.. Sei nun y = a+ibmit a, b € 27.. Dann existieren ¢, d € Z mit a = 2c und
b = 2d. Daraus folgt, dass y = 2(c +id) € a, also a = 2Z[i] = {2a + 2ib | a,b € Z}.

c) Seiz =a+1ibe R.
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e Wenn a,b beide gerade sind, dann ist x € a und T =0 € R/a.

e Wenn a = 2a’ gerade ist und b = 2b'+1 ungerade ist, dann ist z = 2a'+2b'i+i =
2’ +Vi)+iund T =i € R/a.

e Wenn a ungerade ist und b gerade ist, gilt dhnlich 7 =1 € R/a.

Zuletzt, wenn a, b beide ungerade sind, gilt = 1 + 1.

Also R/a = { ,1,2,1—1—2} Da 1, ¢ und 1 + i nicht in a liegen, gelten 0 # 1, 0 # 4
und 0 # T+7 in R/a. Aus T # 0 folgt T+ # 7 und aus 0i # 0 folgt 7é 1.
SchlieRlich gilt 1 # 7 da 1 — 4 ¢ a liegt. Also sind alle Elemente in {O
paarweiseverschiedene, und es gilt #R/a = 4.
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d) Esgilt 1+i#0und (1+4)(1+i)=1+2i—1=2i=0.
e) Da R/a ein Nullteiler besitzt, ist er kein Kérper, und daraus folgt, dass a nicht
maximal ist. Das heifst, es existiert ein Ideal b < R mit a C b C R.

f) Es gilt R/b = (R/a)/(b/a).
(Beweis davon: Da a C b gilt, ist b/a = {T |z € b} C R/a ein Ideal von R/a. Wir
betrachten die kanonishe Abbildungen f: R — R/aund g: R/a — (R/a)/(b/a), und
wir setzen h = f o g. Es gilt ker(h) = f~!(ker(g)), ker(g) = b/a, und f~(b/a) = b,
also ker(h) = b. Daraus folgt R/ ker(h) = R/b =im(h) = (R/a)/(b/a).)

Daraus folgt #(R/b) = #(];//a)) insbesondere, #(R/b)|4. Da b # a, gilt #(R/b) # 4

Da b # R, gilt #(R/b) # 1. Also muss #(R/b) =2 und R/b = Fs.

Alternativ Losung: Da a C b gilt, existiert * = a +ib € b ¢ a. Wenn b gerade ist,
ist a ungerade. Es gilt ib € 2iZ C a C b und x — b = a € b. Da a ungerade ist, ist
a=2d+1mita €Z, also 2’ €aCbunda—2d' =1€b. Aber b # Rund 1 ¢ b;
daraus folgt, dass b ungerade ist, also b = 20’ + 1 mit ¥’ € Z. Da 20'i € a C b ist, gilt
x—2i=a+1i€b.

Seiy=c+di € R. Esgilt dla+1i) € b,alsoy =y —d(a+1i) =c—da mod b; das
heift, es existiert ¢ € Z mit § = ¢ € R/b. Daraus folgt, dass R/b = {0,1} = F,.

Aufgabe 4.
a) e /5 ist eine Nullstelle des Polynoms z? — 5, das irreduzibel iiber @ ist aus
Einsensteinskriterium. Also gilt MiPo /g = #* — 5 und Q(V5): Q] =2.

/5 ist eine Nullstelle des Polynoms z® — 5, das irreduzibel iiber Q ist aus
Einsensteinskriterium. Also gilt MiPo gz, = 2° — 5 und [Q(V5) : Q] = 3.



b) Angenommen, dass v/5 € Q(+/5) liegt. Dann gilt Q C Q(v/5) C
[Q(V5) = Q] = [Q(V5) : Q(VA)Q(WVS) : Q] = [Q(V5) : Q(V5)
Daraus folgt, dass v/5 ¢ Q(~3/5) liegt.

c¢) Es gilt V5 ¢ Q(3/5), also [Q(v/5,V/5) : Q(v/5)] > 1. v/5 ist eine Nullstelle des

Polynoms x? — 5, also deg(MiPo, 5, ¢5) < 2 und [Q(v/5,V/5) : Q(v/5)] < 2. Daraus
folgt [Q(V5,V/5) : Q(V/5)] = 2.
Alternativ Losung: /5 ist eine Nullstelle des Polynoms 22 — 5. Die Nullstellen davon
sind v/5 und —+/5, die beide nicht in Q(+/5) liegen. Also ist 2 — 5 ein Polynom der
Grad 2 ohne Nullsteslle in Q(+/5), und daraus ist es irreduzibel iiber Q(+/5). Also
gilt MiPo z,q 45 = 2?2 — 5 und [Q(v/5, V/5) : Q(V/5)] = 2.

d) Es gilt [Q(v5,V5) : Q] = [Q(V5,V5) : Q(VH)][Q(V5) : Q] =2-3 =6.

e) Es gilt V5 = b® und V5 = b2
Sei z € Q(v/5, V/5). Wir setzen K = Q(v/5), dann Q(v/5, v/5) = K(v/5). Da [K(V/5) :
K] = 2, existieren a,a’ € K mit + = a + a/v/5. Daa € K = Q(+/5) und da
[Q(+/5) : Q] = 3, existieren ag, as, ay € Q mit a = ag + azV/5 + a4\3/52. Ahnlich, da
a' € Q(V/5) liegt, existieren as, as,b; € Q mit o’ = as + a5v/5 + a7\3/52. Wir setzen

a; = %1 SchlieRlich gilt z = a+a'v/5 = a0+a2\3/5—|—a4\3/52+(a3—1—a5\3/5+b1\3/52)\/5 =
aop + asb?® + agb* + azb® + asb® + bib’ = ag + axb® + ayb* + asb® + asb® + 5b1b =
ag + asb? + agb* + azb® + asb® + ab.

Q(V/5), und 3 =
] -2, aber 2 1 3.

Alternativ Lésung: Es gilt b = ﬁ da @ reel und positiv ist, und (%)6 = % =

52 =5. Also b € Q(v/5,V/5). b 1st eine Nullstelle des Polynoms 2% —5, das irreduzibel
tiber Q ist aus Einsensteinskriterium. Also gilt MiPo,/q = 2° — 5 und [Q(b) : Q] = 6.

Aber Q(b) € Q(v/5,V/5), und 6 = [Q(V5, V5) : Q] = [Q(V5, V5) : Q(b)][Q(b) : Q] =

6[Q(v/5, V/5) : Q(b)], also [Q(v/5,V/5) : Q(b)] = 1 und Q(v/5,V/5) = Q(b). Daraus

folgt, dass jede 2 € Q(v/5, V/5 = Q(b) lisst sich als Z?:o a;b’ mit a; € Q schreiben.

f) v/5 und /5 sind Nullstesllen von f, also ist Q(\/S, \3’/3) C L. f lasst sich als (x —

VB) (@ +v5) (@ —/5) (a2 — VBr+¥/5) in Q(v/5, ¥/5) faktorisieren. (2% — /5z+/5)

hat keine Nullstelle in R, un hat auch keine Nullstelle in Q(v/5, ¥/5 C R. Also ist

= Q(\/S, /5, a), wobei a eine Nullstelle von (z? — B + \‘752) ist. Also hat
L/Q(v/5,3/5) Grad 2, und [L : Q] = [L : Q(v/5, V5][Q(v5,V5: Q] =2 -6 = 12.

Aufgabe 5

a) Es gilt by = —AkVAT+24 V242+24 = -2+ @ = -2+ \/1_0, also nehmen wir ¢ = 10.

b) Esgilt f(a1) = at+4a?—6 =02 +4by —6 = g(b;) = 0, und f ist irreduzibel iiber Q
aus Einsensteinskriterium (mit p = 2), also ist f das Minimalpolynom von a; iiber
Q.

c) Es gilt by = a?, also b, € Q(a;) und Q(by) C Q(ay). Es gilt [Q(a;) : Q] = 4 da
MiPo,/q = f hat Grad 4, [Q(by) : Q] = 2 da MiPoy, /o = g hat Grad 2. Daraus
folgt 4 — [Q(ar) : Q) = [Q(ar) : QB]Q:) : Q = [Qfar) : Qb)) - 2, also
[Q(a1) - Q(b4)] = 2.



d) Da a; = —ay, gilt a1 € Q(az) und ay € Q(ay), also Q(ar) = Q(az).

Da a3 = —ay, gilt dhnlich Q(az) = Q(a4).
Da Q(a1) C R ist, aber a3 ¢ R, gilt Q(a1) # Q(as).

e) Es gilt f(az) = g(by) = 0, flaz) = g(b-) = 0, und f(as) = g(b-) = 0. Da die
a; paarweise verschiedene sind, sind a1, as, as, a4 alle Nullstellen von f, und L =
Q(a1, a9, a3,a4). Da ay € Q(a;) und ay € Q(ay) liegen, gilt L = Q(aq,aq,a3,a4) =
Q(ai1, a3).

f) Esgilt [Q(ar) : Q(by)] = 2, also betrachten wir die Kérpererweiterung Q(aq, as)/Q(a;).
Es gilt a3 ¢ Q(a1), also [Q(ay, as)/Q(a;)] > 1. Uber Q(a,) lisst sich f als (z—ay)(z+
ay)h faktorisieren, mit h € Q(ay)[x] der Grad 2, und h(as) = 0. Also MiPo,, /q(a,) teilt
h, und sein Grad ist < 2; daraus folgt [Q(a,a3)/Q(a1)] < 2 und [Q(ay,a3)/Qar)] =
2. Sehlieflich gilt (Qar, a5)/Q(bs)] = [Qlar, as)/Qlar)|[Qar)/Qlby)] =22 = 4.

g) Aus der Hauptsatz der Galois-Theorie folgt, dass Aut(L/Q(a,)) ein Normalteiler von
Aut(L/Q) genau dann ist, wenn Q(a;)/Q eine normale Koérpererweiterung ist. Aber
Q(a1)/Q ist nicht normale, da MiPo,,/q = f, und der Zerfallungskorper von f ist
L2 Q(a1).

Also hat Aut(L/Q) eine Untergruppe, die nicht Normal ist, und das impliziert, dass
Aut(L/Q) nicht abelsch ist.



