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Aufgabe 1 (141 Punkte):
Sei G =7Z/9Z x 7/60Z.
(a) Benutzen Sie Bemerkung 1.8.5, um die Anzahl der 3-Sylow-Untergruppen von G zu bestimmen.

(b) Geben Sie eine 3-Sylow-Untergruppe von G an.

Aufgabe 2 (1+1 Punkte):

Sei p eine Primzahl und
a b
G:{(O 1>|aeF;,ber}.

Sie diirfen wieder (wie in Blatt 3, Aufgabe 3) ohne Beweis verwenden, dass G eine Untergruppe von GLq(F,) ist. Um
Thnen Rechenarbeit zu ersparen ist hier die Formel fiir Produkte von Elementen von G:
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(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Sylow-Sétze, dass G einen Normalteiler der Ordnung p hat.

(b) Geben Sie diesen Normalteiler explizit an.

Aufgabe 3 (24+2+2 Punkte):

Wir wollen in dieser Aufgabe die Gruppen der Ordnung 45 klassifizieren (d. ,h. alle solche Gruppen bis auf Isomorphis-
mus bestimmen). Sei also G eine solche Gruppe.

(a) Zeigen Sie, dass G einen Normalteiler N der Ordnung 9 und einen Normalteiler N/ der Ordnung 5 besitzt.
Hinweis: Verwenden Sie einen Satz aus der Vorlesung.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung
G — G/N xG/N',ar (a+ N,a+ N')

ein Gruppenisomorphismus ist.
Hinweis: Das gleiche Argument kam schon auf dem vorigen Ubungsblatt vor.

(¢) Benutzen Sie Blatt 4, Aufgabe 3 und setzen Sie alles zusammen, um jede Gruppe mit 45 Elementen als Produkt
von zyklischen Gruppen zu schreiben. Wie viele nicht-isomorphe solche Gruppen gibt es?

Aufgabe 4 (1+2+241+2+2 Punkte):

Sei p > 3 eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung 2p. Sei sy die Anzahl der Sylow-2-Untergruppen von G und
sp die Anzahl der Sylow-p-Untergruppen.

(a) Zeigen Sie: s, =1 und s € {1,p}.
(b) Priifen Sie, dass dies fiir die zyklische Gruppe Z/(2p)Z und die Diedergruppe D, stimmt. (Was ist jeweils s57)
Wir wollen un zeigen, dass jede Gruppe G der Ordnung 2p zu einer der beiden Gruppen aus (b) isomorph ist.

(c) Falls s = 1: Benutzen Sie ein Argument wie in Aufgabe (3) (a)+(b), um einen Isomorphismus G — Z/27Z x Z/pZ
zu finden und zeigen Sie dann, dass die Gruppe Z/27 x Z/pZ bereits zyklisch ist (z. B. indem Sie ein Element a
angeben mit 2a # 0 und pa # 0).

Ab jetzt nehmen wir so = p an. Aufierdem wéhlen wir einen Erzeuger o der Sylow-p-Untergruppe und einen Erzeuger
7 einer beliebigen Sylow-2-Untergruppe.

(d) Zeigen Sie, dass jedes Element von G\ (o) Ordnung 2 hat.
Hinweis: Wie viele Elemente der Ordnung 2 liegen in allen Sylow-2-Untergruppen zusammen?

(e) Zeigen Sie, dass fiir jedes k € Z gilt: 70771 = o—F.

Hinweis: Was kann man mit (e) iiber 7¢* sagen?

(f) Begriinden Sie, dass sich jedes Element von G schreiben lisst in der Form 77¢*, fiir j € {0,1},k € {0,...,p—1},
zeigen Sie, dass das Produkt von zwei solchen Elementen schon eindeutig festgelegt ist (durch das, was wir {iber
G wissen) und begriinden Sie, dass daraus folgt, dass G isomorph zu D,, ist.
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