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Aufgabe 1 (1414242+42* Punkte):

(a) Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus und sei @ € G ein Element der Ordnung n € N. Zeigen Sie:
ord(f(a)) | n.

(b) Was kann man iiber die Ordnungen von a und von f(a) sagen, wenn f ein Isomorphismus ist?

(c) Zeigen Sie, dass die Gruppen Z/9Z und Z/3Z x Z/3Z nicht isomorph sind.
Hinweis: Finden Sie ein n, so dass Z/9Z Elemente der Ordnung n besitzt, aber nicht Z/3Z x Z/3Z.

(d) Zeigen Sie, dass die Gruppen Z/6Z und Z/27Z x Z./37Z isomorph sind.
Hinweis: Bestimmen Sie die Ordnung des Elements (1,1) € Z/27Z x Z/37. Konnen Sie folgern, dass Z /27 x Z./37Z
zyklisch ist?

(e*) Bonus-Aufgabe: Stellen Sie eine Vermutung auf, unter welchen Bedingungen an m und n die Gruppe Z/mZ x Z/nZ
zyklisch ist und beweisen Sie diese Vermutung.
Aufgabe 2 (14141 Punkte):
Sei G = Q/Z.
(a) Bestimmen Sie die Ordnung von % eqG.
(b) Geben Sie alle Elemente von G der Ordnung 4 an.
(¢c) Zeigen Sie: Jedes Element von G hat endliche Ordnung.

Aufgabe 3 (2+2 Punkte):
Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.

(a) In der Vorlesung hatten wir gesehen: Ist H ein Normalteiler, so gilt aH = Ha fiir alle a € G. Zeigen Sie nun die
Umkehrung, d.h.: Gilt aH = Ha fiir alle a € G, so ist H ein Normalteiler.

(b) Zeigen Sie nun: Ist (G : H) = 2, so muss H bereits ein Normalteiler sein.
Hinweis: Benutzen Sie (a); welche Links- und Rechtsnebenklassen gibt es?

Aufgabe 4 (3 Punkte):

Seien G und H endliche Gruppen, deren Ordnungen teilerfremd sind (d. h. es gibt kein n > 2, das sowohl #G als auch
#H teilt). Zeigen Sie: Der einzige Homomorphismus f: G — H ist der triviale, d.h. f(a) = e fiir alle a € G.

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Lagrange (sowohl fiir ker f als auch fiir im f) und den Homomorphiesatz.

Aufgabe 5 (14+1+2 Punkte):
(a) Geben Sie die Zykelzerlegung des Elements

02(1 2 345 6 7 8)658
2 87 46 3 51
an.
(b) Liegt das o aus (a) in Ag?
(c) Zeigen Sie: Ein Zyklus 71, za,..., 25 € S, liegt in A,, genau dann, wenn k ungerade ist.
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