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Anmerkung: Ist K ein Kérper, V ein K-Vektorraum und sind vy, ..., v, € V, so verwende ich die Notation (vy,...,v,) K
fiir den von wvy,...,v, erzeugten Untervektorraum von V. Andere iibliche Notationen dafiir sind span(vy,...,v,),
L(Ul, N ,Un).

Aufgabe 1 (241 Punkte):

(a) Vielleicht wissen Sie aus der Schule, dass ,/p irrational ist, fiir Primzahlen p. Geben Sie einen (neuen) Beweis
davon an, mit Hilfe des Eisensteinschen Irreduzibilitdtskriteriums.
Hinweis: Wenn ,/p rational wire, héitte das Polynom 22 — p eine Nullstelle in Q.

(b) Wir fassen nun R als Q-Vektorraum auf. Zeigen Sie, dass fiir Primzahlen p gilt: 1 und ,/p sind Q-linear unabhéngig
(d. h. hier werden 1 und ,/p als Vektoren im Q-Vektorraums R aufgefasst).

Aufgabe 2 (1+14141 Punkte):

Seien K C L C M Korper. (Wir kénnen also insbesondere M sowohl als K- als auch als L-Vektorraum auffassen.)
Seien aufserdem ay,...,a, € M. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(a) Sind ay,...,a, K-linear unabhéngig, so sind sie auch L-linear unabhéngig.
(b) Sind ay,...,a, L-linear unabhéngig, so sind sie auch K-linear unabhéngig.
(c) {a1,...,an)k C{a1,...,an)L,

)

(d <a1,.. an>LC<a1,...,an>K

Aufgabe 3 (141414141+2+2-+1 Punkte):
In dieser Aufgabe sollen keine Resultate aus Abschnitt 3.2 verwendet werden (auch wenn Sie sie erst nach Mittwoch
16sen).
(a) Zeigen Sie, dass das Polynom f = 2 + 4z — 1 irreduzibel in Q[z] ist.
(b) Folgern Sie (mit einem Satz aus Abschnitt 2.5), dass L := Q[x]/(f) ein Korper ist.
(¢) Bestimmen Sie den Grad [L : Q] unter Verwendung von Beispiel 2.2.14.
)

Laut Beispiel 2.2.14 ist L ein Q-Vektorraum mit Basis 1, Z, Z2. Dann sollte sich also insbesondere Z> als Linear-
kombination dieser Basisvektoren ausdriicken lassen. Wie?

Hinweis: Was konnen Sie iiber f = 22 + 47 — 1 € L sagen?
(e) Sei g = ag + a17 + a2¥® € L, fiir ag,a1,az € Q. Driicken Sie 7 - § als Q-Linearkombination der Basisvektoren
1,Z,%2 aus.

(f) Sei a: L — L,g+ T - g die Multiplikation mit Z. Zeigen Sie, dass « eine Q-lineare Abbildung ist, indem Sie die
entprechende Matrix A € Q3*3 beziiglich des obigen Basis 1, z, 2% angeben.
(Falls notig, sollten Sie sich als erstes in Erinnerung rufen, was ,Matrix beziiglich einer Basis* bedeutet.)

(g) Seien nun h = by+b1Z+by7% € L gegeben, sei 3: L — L die Multiplikation mit h und B € Q3*2 die entsprechende
Matrix. Wie kann man B aus A erhalten?
Hinweis: Wenn Sie keine Idee haben, kénnen Sie mit Spezialfillen anfangen, z. B. h = #2 und dann h = byZ2.

(h) Wenn L ein Korper ist, sollte es ein multiplikatives Inverses von Z geben, also ein § € L mit Z - § = 1. Wie kann
man g mit Hilfe der Matrix A bestimmen? (Sie brauchen die eigentliche Rechnung nicht durchzufiihren.)
Aufgabe 4 (3 Punkte):
Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass das Polynom f(z) = 1+ a? + 22 + - - - + 2(P~P irreduzibel in Q[z] ist.

Hinweis: Gehen Sie wie im Beweis von Lemma 2.6.10 vor: Verwenden Sie den Ring-Isomorphismus ¢: Q[z] — Q[y], g(z) —
g9(y + 1) und {iberpriifen Sie, dass sich das Eisensteinsche Irreduzibilitdtskriterium auf ¢(f) anwenden lasst.
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