Mathematisches Institut SoSe 2021
der Heinrich-Heine Universitéat 25.05.2021
Diisseldorf Blatt 06
Prof. Dr. Florian Jarre
Joseph Adams M.Sc.

UBUNGEN ZUR NUMERIK I

20. (2 Punkte) Zeigen Sie Bemerkung 3.15 (1), dass also die erste Approximation im
Romberg-Verfahren, die nicht blof§ Trapez-Summen involviert der Simpson-Regel gleichen.

21. (2 + 3 Punkte) Es bezeichne B,,: [0,1] — R, n € Ny die Bernoulli-Polynome.

(a) Berechnen Sie die ersten sieben Bernoulli-Zahlen, also B, fir 0 < n < 6.
(b) Zeigen Sie die Reflexion-Formel B, (z) = (—1)"B,(1 — ) fir x € [0,1] und n € Ny

22. (3 + 4 Punkte, Faulhaber-Formeln) Zeigen Sie mit Hilfe der in der Vorlesung
bewiesenen FEulerschen Summenformel die Identitaten

3 n(n+1 s nn+1)(2n+1)(3n*+3n—1
Zk (e >> de: Jon + 1) )

23. (5 Punkte) Mit der Eulerschen Summenformel ist es ebenfalls moglich die Thnen
wahrscheinlich schon aus der Analysis I bekannte Stirlingsche Formel n! ~ v/27mn (%)n fiir
n — oo zu verschérfen®, d.h. nicht blo8 die asymptotische Aquivalenz festzustellen sondern
auch den Approximationsfehler von beliebig hoher Ordnung genau zu berechnen.

Zeigen Sie also, mit der Eulerschen Summenformel aus der Vorlesung, die Identitat

n 1 1 1 ..
n! = 27rn<g> (1+m+288n2+0<$)> fiir n — oo.

Bitte wenden!

'Hierbei bedeutet die Notation f(n) ~ g(n) fir n — oo, dass lim,_,. 5(—23 = 1. Sie diirfen diese

Variante der Stirlingschen Formel fiir das Losen der Aufgabe verwenden.



Programmieraufgabe 6 (6 + 3 + 1 Punkte) Thre Aufgabe wird es hier sein eine
adaptive Variante des aus der Vorlesung bekannten Romberg-Verfahrens zu implemen-
tieren. Mit adaptiv ist folgendes gemeint: in den Beispielen der Vorlesung wird beim
Romberg-Verfahren immer vorher angegeben wie viele Schritte/Gitter-Verfeinerungen be-
nutzt werden sollen fiir die approximation des Integrals, z.B. in Bemerkung 3.15 (3) werden
12 Gitter verwendet von denen sich letztlich aber blof3 3 als notig erweisen um die gewtinsche
Anzahl an Stellen Genauigkeit zu erreichen.

(a) Schreiben Sie eine Funktion romberg(a, b, f, eps=10%*-15), die die gegebene
Funktion f auf dem Interval (a, b) integriert mit einem adaptiven Romberg-Verfahren
(mit der Romberg-Folge) bis zur Fehlergenauigkeit eps. Merke: Es wird keine
Anzahl zu verwendender Gitterabstufungen angegeben. Ihre Funktion soll selb-
ststandig entscheiden, anhand der bisher erreichten Genauigkeit, ob eine weitere
Verfeinerung des Gitters sinnvoll ist. Dabei sollten Sie die Funktion f nicht haufiger
als notig aufrufen, versuchen Sie auflerdem darauf zu achten moglichst wenig Spe-
icherplatz zu verwenden (bei steigender Feinheit des Gitters wird das namlich sonst
zum Verhéngnis).

(b) Vergleichen Sie die Genauigkeit des Romberg-Verfahrens mit den drei iterierten
Quadraturformeln aus der fiinften Programmieraufgabe® und der ebenfalls dort zu
findenden Funktion. Plotten Sie dabei die Approximations-Genauigkeit gegen die
Anzahl der Aufrufe der zu integrierenden Funktion.

(c) Um die Funktionen f,: (0,27) — R, x — (x — m)* cos(2"z), n € N iiber ihren Def-
initionsbereich zu integrieren funktioniert das von Thnen implementierte Romberg-
Verfahren nicht gut. Warum? (Diese Art Integrale treten bei der Berechnung von
Fourier-Transformierten von Funktionen auf.)
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