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2. Differentialrechnung im R”

Mit diesem 2. Kapitel der Vorlesung kommen wir zum Kernstiick
der Analysis II: Der Differentialrechnung im R”. Hierbei betrachten
wir Funktionen

f:R"SQ—R™

X = (X1, ey Xn) > F(X) = (A(X1, ey Xn), ooy (X1, ooy Xn)),

wobei 2 eine offene Teilmenge des R” ist. Dem Fall m = 1 kommt
eine besondere Bedeutung zu. Fiir n = 2 schreibt man oft

fo(xy)=f(xy)
und entsprechend fiir n = 3

fi(xy,2) = f(xy,2).



2.1 Partielle Ableitungen

Definition (partielle Differenzierbarkeit in einem Punkt): Es sei
Q C R" offen. Eine Funktion f :  — R™ heiBt in xp € Q partiell
differenzierbaar nach der j-ten Komponente x;, wenn der Grenzwert

1 ~of
2 + (o + 1) = £(x0)) = ()

existiert. (Hierbei bezeichnet ej = (J4j)1<k<n den j-ten
kanonischen Basisvektor des R".) In diesem Fall heiBt

f
—(xp) die partielle eitung von f nach x; im Punkt xp.
g di ielle Ablei f h x; im Punk
Xj



Bemerkungen

(1) Fir eine R™-wertige Funktion existiert dieser Grenzwert genau
dann, wenn er fiir alle Komponentenfunktionen existiert.
Daher kann man sich bei vielen Fragen auf den Fall m =1
beschranken.



Bemerkungen

(1)

Fiir eine R™-wertige Funktion existiert dieser Grenzwert genau
dann, wenn er fiir alle Komponentenfunktionen existiert.
Daher kann man sich bei vielen Fragen auf den Fall m =1
beschranken.

Die partielle Ableitung kann man als gewohnliche Ableitung
der Schnittfunktionen

fiy : t = fy(t) == f(x1, o -1, £, X115 -5 Xn)
auffassen,wobei alle {ibrigen Variablen festgehalten werden. Es
gilt
df;;
g;;(xl, s Xjy ooy Xn) = # —y
Daher kénnen partielle Ableitungen nach den aus der Analysis
| bekannten Rechenregeln fiir Ableitungen bestimmt werden.



Weitere Bemerkungen:

f
(3) Gebrauchlich als Bezeichnungen fiir g sind ferner: Ox.f, 0;
X

(Kaballo, Kénigsberger); Dy f, D;f (Forster); f; etc..



Weitere Bemerkungen:

f
(3) Gebrauchlich als Bezeichnungen fiir g sind ferner: Ox.f, 0;
X

(Kaballo, Kénigsberger); Dy f, D;f (Forster); f; etc..

(4) Die Definition der partiellen Ableitung ist bereits dann
sinnvoll, wenn t = 0 ein Haufungspunkt der Menge
{t e R: xp + tej € Q} ist. Wir setzen der Einfachheit halber
Q als offen voraus, so dass diese Bedingung fiir jedes xg € Q2
erfiillt ist. (Man kann z. B. auch Quader jeder Art in der
Definition zulassen; ggf. muss man dann einzelne Eckpunkte
ausnehmen.)



Weitere Definitionen

Definition: Es sei Q2 C R” offen und f : Q2 — R™ eine Funktion.
Dann heilit

(1) partiell differenzierbar in xo € Q, falls alle partiellen

f
Ableitungen ;)Xl(xo), ceey 88xn(xo) existieren,
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Weitere Definitionen

Definition: Es sei Q2 C R” offen und f : Q2 — R™ eine Funktion.
Dann heilit

(1) partiell differenzierbar in xo € Q, falls alle partiellen

f'
Ableitungen ;)Xl(xo), ceey gxn(xo) existieren,
(2) partiell differenzierbar (in Q), wenn f in jedem xg € Q partiell
differenzierbar ist,

(3) stetig partiell differenzierbar (in ), wenn f partiell

differenzierbar ist und stetige partielle Ableitungen

ﬁ ﬁ b 't t
aXl,..., aXn esitzt.

Bezeichnung:
CHQ,R™M):={f :Q — R™, f ist stetig partiell differenzierbar }.



Beispiele
(1) Die Radiusfunktion

r:R"\ {0} = R, xm—r(x):=Ix]=

ist stetig partiell differenzierbar mit

or d
&(X) = a(

NI

XA+ P+ X))

t=Xx;

1 Xj

T T N

Beim 2. "="wurde die Kettenregel angewendet.



Beispiele

(2) Ist f:(0,00) — R differenzierbar, so ist die
rotationssymmetrische Funktion

for:R"\ {0} - R, x> f(r(x))="~(|x])
partiell differenzierbar. Mit der Kettenregel und Beispiel (1)

erhalten wir

ofor), . Hx 8rX_,
o (x) = F(r(x)) 5, () = F'(Ix |)H

was man meist kurz in der Form

0 o Xj
@*Xjf(IXI) =f (|><|)|X|

notiert.



Beispiele

<3>f:Rz%R,u,yw(X,y):{xffyz L #00

0 : (x,y)=1(0,0)
ist auf R? (auch im Nullpunkt!) partiell differenzierbar:
(i) Fir (x,y) # (0,0) haben wir
g(x ) = 2y 2xy 2x =2 7}/2_)(2
ax Y T a2 T @ 22 T Vet 2y
X2 — 2

of
d S triegriinden — =2X—5—5.
und aus Symmetriegriinden ay (x,y) X(x2 e

/17



Fortsetzung von Beispiel (3)

Fiir (x,y) = (0,0) ergibt sich

1, 2
of 0,0) = lim —( x0

ax( x—0 X x2—|-02_0):0

und ebenso g(o, 0) =0.

dy
Wir hatten bereits gesehen, dass f im Nullpunkt unstetig ist (4.
Vorlesung, das Gegenbeispiel auf S. 22 f.). Partielle
Differenzierbarkeit impliziert also nicht die Stetigkeit einer
Funktion (im Gegensatz zum Fall n =1).
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Der Gradient

Haufig werden die partiellen Ableitungen einer reellwertigen
Funktion zu einem Zeilenvektor zusammengefasst, dem
sogenannten Gradienten:

Definition: Sei Q C R” offen und f : Q — R partiell differenzierbar.
Dann heiBt

gradf(x) := (({ifl(x), . g:n(x)>

der Gradient von f im Punkt x € Q.

Bezeichnung: Vf(x) := gradf(x), V wird auch "Nabla -
Operator" genannt.
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Beispiel (4)

Fiir die Funktion

r:R"\ {0} = R, x—r(x):=|x]|

9 ,
(vgl. Beispiel (1) oben) ist —r(x) = |X—J’ 1 <j < n. Damit ergibt
X X

sich
x1 Xp X
T = o) = (L 20 =
r(x) := gradr(x) ) 0 e
(wobei x als Zeilenvektor aufgefasst wird) oder kurz V|x| = X

[x]

Fiir die Verkniipfung f o r (Bsp. (2) oben) haben wir

VE(Ix]) = F(IxDVIxI = F(IxD) 7

X
x|
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Hohere Ableitungen
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(1) zweimal partiell differenzierbar, falls alle ersten partiellen

Ableitungen ., =— ebenfalls partiell differenzierbar sind;

ox’ 7 Oxn
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Hohere Ableitungen

Definition: Es sei 2 C R" offen und f : Q2 — R™ partiell
differenzierbar. Wir nennen f

(1) zweimal partiell differenzierbar, falls alle ersten partiellen

Ableitungen , =— ebenfalls partiell differenzierbar sind;

67)(17 axn

(2) zweimal stetig partiell differenzierbar, wenn f zweimal partiell
differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen 1. und 2.
Ordnung stetig sind.

12/17



Bezeichnungen

(1) Die zweiten partiellen Ableitungen schreiben wir als
o*f 9 of

: 1<, k<
Ox;0X 6x, Oxc' h m
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Bezeichnungen

(1) Die zweiten partiellen Ableitungen schreiben wir als
o*f 9 of
Ox;Oxy ﬁx, Oxc'

1<ik<n.

(2) Die Gesamtheit aller zweimal stetig partiell differenzierbaren
Funktionen f : Q — R™ bilden einen Vektorraum, den wir mit
C2(Q,R™) bezeichnen.



Bezeichnungen

(3) Allgemeiner fiir k > 2:

CH(Q,R™) := {f € C}(Q,R™) : % € CKY(Q,R™V1 <j < n}
J

und
C®(QR™) =[] CHQR™).
k=1

Letzteres sind die unendlich oft partiell differenzierbaren
Funktionen.
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Bezeichnungen

(3) Allgemeiner fiir k > 2:

of

CH(Q,R™) :={f € CHQ,R™): —— € CK"}(Q,R™)V1 < < n}

Oxj

und

oo
C®(QR™) =[] CHQR™).

k=1
Letzteres sind die unendlich oft partiell differenzierbaren
Funktionen.
In der Physik spricht man von " Vektorfeldern ", wenn man
vektorwertige Funktionen meint. Diese werden unterschieden
von sogenannten Skalarfeldern ¢ : R” D Q — R.
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Der Satz von H. A. Schwarz

Ist die Reihenfolge der Differentiation nach verschiedenen Variablen
vertauschbar? Im allgemeinen nicht, aber bei C2-Funktionen sehr
wohl. Das ist der Gegenstand des folgenden Satzes von Hermann
Amandus Schwarz:

Satz 1: Es sei Q C R” offen und f : Q — R zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt fiir alle xp € Q und i,j € {1,...,n}

0 of o of

yxiaij(xo) = 879-87)(,-()@)'

Fiir den durchaus nicht trivialen Beweis dieses Satzes sei auf das
Manuskript zur Vorlesung verwiesen.
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Bemerkungen:

(1) Es gibt Beispiele zweimal partiell differenzierbarer Funktionen
f:R?2 > R, fiir die

0?f 0>f
siche Ubungsaufgabe 25 (to appear). Die Voraussetzung der
Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen ist also notwendig
fiir diese Vertauschung der Differentiationsreihenfolge.

Dies beweist man per Induktion iiber k > 2, der Satz von Schwarz
liefert sowohl den Induktionsanfang als auch das entscheidende
Argument fiir den Induktionsschritt.



Bemerkungen:

(1) Es gibt Beispiele zweimal partiell differenzierbarer Funktionen
f:R?2 > R, fiir die

0?f 0>f
siche Ubungsaufgabe 25 (to appear). Die Voraussetzung der
Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen ist also notwendig
fiir diese Vertauschung der Differentiationsreihenfolge.

(2) Verallgemeinerung: Sei f € CX(Q,R) und 7 eine Permutation
von {1,..., k}. Dann gilt:

o f o f

Dy, --Ox, O
Dies beweist man per Induktion iiber k > 2, der Satz von Schwarz
liefert sowohl den Induktionsanfang als auch das entscheidende
Argument fiir den Induktionsschritt.

@ Nin(k)



