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1 | Wieviellinear?
Prüfen Sie, welche der folgenden Abbildungen Bilinearformen sind:

f : R2 × R2 → R,
�
(x1, x2), (y1, y2)

� �→ 3x1y2

g : R3 × R2 → R,
�
(x1, x2, x3), (y1, y2)

� �→ x1x3 + y2

h : R2 × R2 → R,
�
(x1, x2), (y1, y2)

� �→ x12y1 + x2 + y2

Prüfen Sie für jede Bilinearform ferner, ob sie alternierend, symmetrisch oder antisymmetrisch ist.

2 | Bibabasiswechsel
Sei β die Bilinearform auf R3, die bezüglich der Standardbasis durch folgende darstellende Matrix
gegeben ist:

M(β) =




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 .

Zeigen Sie, dass auch

B :=







0
2

−1


 ,




1
0
1


 ,




−1
2
0







eine Basis von R3 ist, und berechnen Sie die darstellende Matrix MB(β).

3 | Abakus
Zeigen Sie, dass für die folgenden (n + 1) × (n + 1)-Matrizen gilt:

det




a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . ......

... . . . . . . b
b b . . . b a




= (a + nb)(a − b)n

det




−a1 a1 0 0 . . . 0
0 −a2 a2 0 . . . 0
0 0 −a3 a3 ......

... . . . . . . 0
0 0 . . . 0 −an an

1 1 . . . 1 1 1




= (−1)n(n + 1) · a1 · · · an



4 | Blockiert
Seien A und D zwei quadratische Matrizen, sagen wir A ∈ MatK(n × n) und D ∈ MatK(m × m),
und sei B ∈ MatK(n × m). Zeigen Sie, dass gilt:

det
�

A B
0 D

�
= det(A) · det(D).

Zeigen Sie andererseits, dass

det
�

A B
C D

�
= det(A) · det(D) − det(B) · det(C)

selbst für quadratische Matrizen A, B, C, D ∈ MatK(n × n) im Allgemeinen nicht gilt.

5 | Vielkammersystem
Zeigen Sie, dass für Untervektorräume E1, . . . , En eines Vektorraums V gilt:

V =
n�

i=1
Ei ⇔

�
V =

n�

i=1
Ei und Ej ∩

� �

i : i�=j

Ei

�
= {0} für alle j ∈ {1, . . . , n}

� �� �
∗

�

(vgl. Definition 4.21). Zeigen Sie ferner, dass für n > 2 die Bedingung (∗) nicht ersetzt werden kann
durch die einfachere Bedingung Ei ∩ Ej = {0} für i �= j.

6 | Pythagoras
Zeigen Sie die folgenden beiden Gesetzmäßigkeiten in einen euklidischen Vektorraum.

(a) Für zueinander orthogonale Vektoren u und v gilt der Satz des Pythagoras:

�u�2 + �v�2 = �u + v�2

(b) Für beliebige Vektoren u und v gilt die Parallelogrammgleichung:

�u + v�2 + �u − v�2 = 2�u�2 + 2�v�2

Inwiefern beweist Ihr Beweis zu (a) den aus der Schule bekannten Satz des Pythagoras?
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