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Aufgabe 1. Seien a und b zwei Ideale in einem Ring R. Angenommen, keins der
beiden ist in dem anderen enthalten. Verifizieren Sie, dass weder a-b noch anNb
prim sein konnen.

Aufgabe 2. Sei R ein Ring und my, A € L die Familie der maximalen Ideale. Be-
weisen Sie, dass die Einheitengruppe R* das Komplement der Vereinigungsmenge

U)\GL my ist.

Aufgabe 3. Seien A = R x Ry das Produkt von zwei Ringen. Zeigen Sie, dass
jedes Primideal p C A von der Form p; x Ry oder Ry X ps mit einem Primideal
p1 C R; beziehungsweise po C Ry ist. Folgern Sie daraus, dass die Menge Spec(A)
die disjunkte Vereinigung Spec(R;) U Spec(Ry) ist.

Aufgabe 4. Sei R C A eine Ringerweiterung. Wir betrachten den R-Modul A/R.
Das Annulatorideal

¢c=Anmng(A/R)={feR|f-A/R=0}

wird auch als Konduktorideal bezeichnet. Zeigen Sie folgende Figenschaften:
(i) Die Teilmenge ¢ C R ist ein Ideal im Ring R.

(ii) Aufgefasst als Teilmenge in A ist ¢ auch ein Ideal im Ring A.

(iii) Das Konduktorideal ist das grofite Ideal in R, dass zugleich Ideal in A ist.

Abgabe: Bis Freitag, den 23. April um 23:59 Uhr iiber ILIAS.

Die Losungen miissen handschriftlich und individuell sein und in Form einer
einzigen pdf-Datei vorliegen, mit der Bezeichnung NameVorname--AbgabeO1.pdf
beim ersten Blatt. Die Aufgaben werden in den Ubungsgruppen vor- und nachbe-
sprochen. Es gibt keine Korrekturen, daher werden auch keine Punkte vergeben.

Quorum: Um zur miindlichen Priifung zugelassen zu werden, miissen sie insge-
samt 8 mathematisch sinnvolle Abgaben gemacht haben.
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Aufgabe 1. Beschreiben Sie das Spektrum X = SpecR[T] als topologischen
Raum durch Konjugationsklassen {z,z} komplexer Zahlen, und geben Sie zu
jedem Punkt z € X den Restekorper x(z) an.

Aufgabe 2. Sei R ein Ring und a,b C R zwei Ideale.

(1) Verifizieren Sie die Gleichheit beziehungsweise die Inklusion

Vanb=+vanvb und va-+b>Va+ Vb.

(ii) Geben Sie in dem faktoriellen Ring R = Clz, y] zwei Hauptideale a, b an mit

der Eigenschaft v/a+ b # /a + Vb.

Aufgabe 3. Sei k ein Koérper und R = k[T, T, ...] der Polynomring in un-
endlich vielen Unbestimmten. Sei X = Spec(R), und a € X der abgeschlossene
Punkt zum maximalen Ideal m = (T3, Ty, . . .). Zeigen Sie, dass die komplementére

offenen Menge

nicht quasikompakt ist.

Aufgabe 4. Sei X ein kompakter topologischer Raum und % (X) der Ring der
stetigen Funktionen. Beweisen Sie, dass jedes Primideal p C €’(X) in genau einem
maximalen Ideal enthalten ist. Leiten Sie dafiir aus der Annahme p C m, N'm,
mit a # b aus X einen Widerspruch her, indem Sie mithilfe der Formel

max(|f] —lgl,0) - min([f] — |g],0) = 0,

deduzieren, dass auch das Ideal m, Nm; prim sein muss. Skizzieren Sie den to-
pologischen Raum Spec %' (X).

Abgabe: Bis Freitag, den 30. April um 23:59 Uhr iiber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei X = Spec(R) das Spektrum eines Ringes. Verifizieren Sie, dass
jede endliche Menge Z = {ay,...,a,} von abgeschlossenen Punkte a; € X die
diskrete Topologie trégt.

Aufgabe 2. Sei ¢ : R — A ein Homomorphismus von Ringen,
f: X = Spec(A) — Spec(R) =Y

die induzierte stetige Abbildung, a C A ein Ideal und Z = V'(a) die resultierende
abgeschlossene Menge in X.

(i) Geben Sie ein Beispiel dafiir, dass die Bildmenge f(Z) C Y im allgemeinen
nicht abgeschlossen ist.

(ii) Was ist das Radikalideal b C R zur abgeschlossenen Menge f(Z) C Y?

Aufgabe 3. Sei R ein Ring, A ein R-Algebra, und Ay, A € L die Familie der Un-
terringe von der Form R[ay,...,a,] C A, wobei r > 0 und ay,...,a, € A endlich
viele Ringelemente sind. Die Inklusionen A, C A induzieren eine Abbildung

Spec(A) — H Spec(Ay).

AEL

Beweisen Sie, dass diese Abbildung eine Einbettung ist.

Aufgabe 4. Sei k ein Korper. Sei E ein k-Vektorraum und E* sein Dualraum.
Wir bezeichnen mit T%(E) = F ® ... ® E das i-fache Tensorprodukt, und mit
T*(E) = @, T (E) die Tensoralgebra. Der Quotient Sym*(E) nach dem zwei-
seitigem Ideal, das von den Tensoren u ® v — v ® u zu den Vektoren u,v aus
TYE) = E erzeugt wird, heifit symmetrische Algebra. Zeigen Sie, dass

(k-Vec) — (Top), E +— Spec(Sym*(E™))

ein kovarianter Funktor von der Kategorie der k-Vektorrdume E in die Kategorie
der topologischen Rdume X ist.

Abgabe: Bis Donnerstag, den 6. Mai um 23:59 Uhr iiber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei R ein Ring, und Ry, A\ € L die Familie der noetherschen Unter-
ringe. Zeigen Sie mit dem Hilbertschen Basissatz, dass R = (J,., Rx.

Aufgabe 2. Sei k ein Korper, A eine endlich erzeugte k-Algebra, X = Spec(A)
das Spektrum. Sei f € A ein Ringelement mit f(z) = 0 im Restekorper x(x) fur
jeden abgeschlossenen Punkt x € X. Folgern Sie mit dem Hilbertschen Nullstel-
lensatz, dass f nilpotent ist.

Aufgabe 3. Sei k ein Korper, ¢ : R — A ein Homomorphismus zwischen endlich
erzeugten k-Algebren, und

f X = Spec(A) — Spec(R) =Y

die induzierte stetige Abbildung. Beweisen Sie mit dem Nullstellensatz, dass fiir
jeden abgeschlossenen Punkt = € X das Bild f(z) € Y ebenfalls abgeschlossen
ist.

Aufgabe 4. Sei k ein Korper, S € Mat, (k) eine Matrix, A = k[S] die von S
erzeugte Unteralgebra, und X = Spec(A). Zeigen Sie, dass die Eigenwerte A € k
der Matrix den Punkten € X mit Restekorper x(x) = k entsprechen.

Abgabe: Bis Donnerstag, den 13. Mai um 23:59 Uhr iiber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei R ein lokaler Ring und X = Spec(R) sein Spektrum. Beweisen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

i) X ist nicht-leer;
ii) X ist irreduzibel;

(
(
(iii) X ist zusammenhéngend;
(iv) X ist quasikompakt;

(

v) X ist noethersch.

Aufgabe 2. Sei X ein noetherscher Raum, der zusammenhéngend ist. Zeigen
Sie, dass es eine endliche Folge von irreduziblen Komponenten Xy, ..., X,, gibt,
in der Wiederholungen erlaubt sind, wobei X = X U...UX,, sowie X;NX;, 1 # &
fiir 0 <v<n—1 gilt.

Aufgabe 3. Sei X ein beliebiger topologischer Raum,
X*b = {2, | Z C X abgeschlossen und irreduzibel}

seine Sobrifizierung, und f : X — X% die kanonische Abbildung. Verifizieren
Sie, dass das Bild f(X) kolmogoroffsch ist, und dass die Zuordnung X ~ X5°P
funktoriell ist.

Aufgabe 4. Sei R ein Ring. Beweisen Sie, dass ein Ideal p C R, welches maximal
unter allen nicht-endlich erzeugten Idealen a C R ist, prim sein muss. Nehmen
Sie dazu an, dass fg € p aber f,g ¢ p, und betrachten Sie die Ideale

p+Rf und p+Rg und c¢={a€R|af €p}

Abgabe: Bis Donnerstag, den 27. Mai um 23:59 Uhr {iber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei R ein Ring und e € R ein idempotentes Element, das heifit
e? = e. Wir betrachten das multiplikative System S = {e" | n > 0} und das
Hauptideal a = (1 —e).

(i) Rechnen Sie nach, dass ¢’ = 1 — e ebenfalls idempotent ist, mit e - ¢’ = 0.

(ii) Verifizieren Sie, dass im topologischen Raum X = Spec(R) die offenen Menge
U = D(e) mit der abgeschlossenen Menge Z = V/(¢’) tibereinstimmt.

(iii) Definieren Sie zueinander inverse Abbildungen
ST'R— R/a und R/a— S7'R,

indem Sie die universelle Eigenschaft der Lokalisierung beziehungsweise des Rest-
klassenrings ausnutzen.

Aufgabe 2. Wir betrachten die zyklische Gruppe M = Z/637Z als Modul iiber
dem Ring R = Z. Berechenen Sie fiir jede Primzahl ¢ > 0 die Lokalisierung

Mg:{%|CLEMUHanO}.
Schreiben Sie dazu M als Summe von zyklischen p-Gruppen.

Aufgabe 3. Sei R ein Ring, S C R ein multiplikatives System, und p, C R,
A € L die Familie aller zu S disjunkten Primideale.

(i) Verifizieren Sie, dass die Teilmenge

S={feR|f¢&p, firalle e L}
ein multiplikatives System in R ist, welches S enthéilt.
(ii) Zeigen Sie, dass die resultierende kanonische Abbildung

SR — SR, a/f+—a/f

bijektiv ist.
Aufgabe 4. Seien fi,..., f, € R endlich viele Ringelemente und S C R das
davon erzeugte multiplikative System. Zeigen Sie, dass die R-Algebra A = S™'R

vom endlichen Typ ist, und tatséchlich als Restklassenring des Polynomrings
R[T] geschrieben werden kann.

Abgabe: Bis Donnerstag, den 3. Juni um 23:59 Uhr iiber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Zeigen Sie, dass es eine lange exakte Sequenz
0¢— M +— R +— R «+— R¥™ |

gibt, fiir gewisse Exponenten n; > 0.

Aufgabe 2. Sei R ein Ring. Gegeben sei ein kommutatives Diagramm

M1—>M2 /M3 \M4—>M5
NlﬁNz N3 >N4—>N5

von R-Moduln, dessen Zeilen exakt sind. Wir bezeichnen die vertikalen Abbil-
dungen mit ¢; : M; — N,. Verifizieren Sie mit Diagrammjagd die folgende Form
des Fiinfer-Lemmas:

(i) Ist ¢ surjektiv und sind s, 4 injektiv, so ist auch @3 injektiv.

(ii) Ist ¢5 injektiv und sind s, @4 surjektiv, so ist auch @3 surjektiv.

Aufgabe 3. Sei R ein Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul, und a C R ein
Ideal, dessen Elemente nilpotent sind. Angeneommen, es gilt M /aM = 0. Folgern
Sie mit dem Nakayama-Lemma, dass M = 0.

Aufgabe 4. Sei R ein Ring. Angenommen, es gibt eine offene Uberdeckung
Spec(R) = D(f1) U...UD(f,)

so, dass die Lokalisierungen Ry, noethersche Ringe sind. Beweisen Sie, dass R
noethersch ist.

Abgabe: Bis Donnerstag, den 17. Juni um 23:59 Uhr iiber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei R ein Ring. Zeigen Sie mit dem Nakayama-Lemma, dass der
Ring genau dann ein Korper ist, wenn R ein lokaler noetherscher Ring von Ein-

bettungsdimension
edim(R) = dim,(mz/m%) =1

ist.

Aufgabe 2. Sei R ein Ring, p C R ein Primideal, R, der resultierende lokale
Ring, und ~ sein Restekorper. Zeigen Sie, dass die [2,-linearen Homomorphismus

den Elementen a/f € R, entsprechen, welche vom maximalem Ideal m = pR,
annulliert werden.

Aufgabe 3. Sei R ein noetherscher Ring, und py,...,p, C R seine minimalen
Primideale. Seien R; = R,, die resultierenden lokalen Ringe, und F; deren Re-
stekorper. Verifizieren Sie, dass die Spec(R;) aus nur einem Punkt bestehen, und
dass der Kern des resultierenden Homomorphismus

p:R— Fix...xF, f+—(f/1modmg,...,f/1 modmg,)
das Nilradikal Nil(R) ist.
Aufgabe 4. Sei R ein Ring. Zeigen Sie
dim(R) = sup{dim(Ry)} = sup{dim(R/p)},

wobei die Suprema {iber die maximalen Ideale m C R beziehungsweise die mini-
malen Primideale p C R verlaufen.

Abgabe: Bis Donnerstag, den 24. Juni um 23:59 Uhr iiber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei k ein Korper, und f, g € k[x, y] zwei Polynome mit ggT(f, g) = 1.
Zeigen Sie mit Krulls Hauptidealsatz, dass die Verschwindungsmenge

V(f,9)=V(f)NV(g)

in X = Spec(k[z,y]) aus endlich vielen abgeschlossenen Punkten besteht.

Aufgabe 2. Sei R ein lokaler noetherscher Ring, mit Restekorper k = R/mp
und Einbettungsdimension

n = edim(R) = dim,(mz/m%).

Sei f € mp ein Element des maximalen Ideals, und R = R/fR der Restklassen-
ring. Verifizieren Sie, dass

edim(R) =

n sonst.

_ {n—l wenn f &€ m%;

Aufgabe 3. Seien m,n > 1 zwei ganze Zahlen. Wir betrachten den Ring

R = k[z,yl/(z™ —y")

tiber einem Korper k. Verifizieren Sie dim(R) = 1, und geben Sie eine explizite
Inklusion k[s] C R an so, dass R als Modul iiber k[s] frei vom endlichen Rang
ist.

Aufgabe 4. Sei k ein Korper, R eine endlich erzeugte k-Algebra, und f € R ein
Element, das in keinem der minimalen Primideale q1,...,q, C R enthalten ist.
Beweisen Sie

dim(Ry) = dim(R).

Reduzieren Sie das Problem zunéchst auf den Fall, dass R integer ist, indem Sie
zu den Restklassenringen R/q; iibergehen.

Abgabe: Bis Donnerstag, den 1. Juli um 23:59 Uhr iiber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei X ein topologischer Raum. Verifizieren Sie, dass die lokal-
konstanten Funktionen
f: X —7Z

genau die Abbildungen sind, welche nach oben und nach unten halbstetig sind.

Aufgabe 2. Sei R ein integrer noetherscher Ring, F' = Frac(R) der Korper
der Briiche, und M ein endlich erzeugter R-Modul. Zeigen Sie, dass fiir gewisse
Ringelemente f # 0 die Lokalisierung M} ein freier Modul iiber R; wird.

Aufgabe 3. Sei M ein lokal freier R-Modul vom endlichen Rang. Zeigen Sie,
dass fiir jeden surjektiven Homomorphismus ¢ : Ny — N; die induzierte lineare
Abbildung

Px ZHOHlR(M,N1> —>H0mR<M7N2)7 ¢'—>¢080
ebenfalls surjektiv ist.

Aufgabe 4. Sein R ein Ring, und M ein lokal freier R-Modul vom endlichen
Rang. Beweisen Sie, dass die kanonische Abbildung

o: MY ®@ M — Endp(M), ¢ ®@a+— (x+—(z)-a)
bijektiv ist, indem Sie beziiglich einer geeigneten offenen Uberdeckung
Spec(R) = D(f1) U...UD(f,)
lokalisieren. Folgern Sie, dass in der Picard-Gruppe Pic(R) das Inverse durch

—[L] = [L"] gegeben ist.

Abgabe: Bis Donnerstag, den 8. Juli um 23:59 Uhr iiber ILIAS.
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Aufgabe 1. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, und % C €%° C €x die
Garben der holomorphen, differenzierbaren beziehungsweise stetigen C-wertigen
Funktionen. Verifizieren Sie, dass idy : X — X zusammen mit den obige Inklu-
sionen Morphismen

(X7C€X) — (Xv Cg)%o) — (Xﬂ%x)
von geringten Raumen liefern.

Aufgabe 2. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Raumen, und .# eine Garbe auf X. Fiir die offenen Mengen V' C Y definieren
wir

LV fu(F)) =T(fH(V), 7).

Machen Sie f.(#) zu einer Garbe auf Y, indem Sie in kanonischer Weise Ein-
schriinkungsabbildungen resy, zu den Inklusionen V' C V festlegen, und dann
die Pragarbeneigenschaften sowie das Garbenaxiom verifizieren.

Aufgabe 3. Sei R ein Ring, L ein invertierbarer R-Modul, und
X =D(fi)U...uD(f)

eine offene Uberdeckung von X = Spec(R) so, dass es Basiselemente a; € Ly,
gibt. Durch die Gleichung a; = \;ja; werden damit Elemente \;; € R; 5 definiert.
Zeigen Sie, dass dann

Nk At A =1

in der Lokalisierung Ry, r, gelten muss.
Aufgabe 4. Sei (X, Ox) ein geringter Raum, und s € I'(X, Ox) ein globaler
Schnitt. Angenommen, es gibt eine offenen Uberdeckung X = (J U, so, dass die

Einschrankungen sy = s|U, invertierbar in I'(Uy, Ox) sind. Zeigen Sie, dass dann
auch s € I'(X, Ox) invertierbar ist.

Abgabe: Bis Donnerstag, den 15. Juli um 23:59 Uhr iiber ILIAS.



