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Aufgabe 1. Sei X ein topologischer Raum, dessen Homologiegruppen

Hp(X,Z), p ≥ 0

endlich erzeugte Gruppen sind. Folgern Sie, dass dann auch die Kohomologie-
gruppen Hp(X,R) für alle noetherschen Ringe R endlich erzeugte R-Moduln
sind.

Aufgabe 2. Die ganzzahlige Homologie der reell-projektiven Räume RPn =
(Rn+1 r {0})/R× ist durch

Hp(RPn,Z) =


Z falls p = 0;

Z/2Z falls 0 < p < n ungerade;

Z falls p = n ungerade;

0 sonst.

gegeben. Berechnen Sie daraus die Kohomologiegruppen Hp(RPn, R) mit be-
liebigem Koeffizientenring R.

Aufgabe 3. Finden Sie ein Beispiel dafür, dass die kanonische Abbildung

Hp(X,R) −→ HomR(Hp(X,R), R)

nicht surjektiv ist.



Aufgabe 4. Sei X ein topologischer Raum. Beweisen sie, dass die folgenden
Aussagen äquivalent sind:

(i) Es gilt Hn(X,Z) = 0 für alle n ≥ 1.

(ii) Es gilt Hn(X,R) = 0 für alle n ≥ 1 und alle Ringe R.

Verifizieren Sie weiterhin, dass dies äquivalent ist zu Hn(X,Fp) = 0 für alle
p > 0 prim, n ≥ 1, falls die Hn(X,Z) endlich erzeugte abelsche Gruppen
sind.
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