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Aufgabe 1. Sei K ein Körper, f : V → W eine lineare Abbildung von K-Vektorräumen,
und x1, . . . , xn ∈ V Vektoren. Angenommen, die Bilder y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn) in W
sind linear unabhängig. Zeigen Sie, daß auch x1, . . . , xn ∈ V linear unabhängig sind.

Aufgabe 2. Bringen Sie die komplexe 3× 4-Matrix

A =

 i 2 3 4
3 1− 6i −1 5

1 + i 2 + i 0 1

 ∈ Mat3,4(C)

auf Zeilenstufenform und bestimmen Sie ihren Rang.

Aufgabe 3. Sei K ein Körper, und V ⊂ K[t] der Untervektorraum aller Polynome p
vom Grad deg(p) 6 3. Wir definieren eine lineare Abbildung

f : V −→ V, p(t) 7−→ p(t + 1).

Wählen Sie eine Basis p1, . . . , p4 ∈ V , bestimmen sie die Matrix A ∈ Mat4(K) von f
bezüglich dieser Basis, und berechnen sie das charakteristische Polynom χf .

Aufgabe 4. Seien x, y ∈ K zwei Elemente eines Körpers, und n ≥ 1 eine ganze Zahl.
Wir definieren eine 2n× 2n-Matrix An = (αij) ∈ Mat2n(K) durch

αij =


x falls i = j,

y falls i = 1 + 2n− j,

0 sonst.

Mit anderen Worten: x steht auf der Diagonalen, und y auf der Antidiagonalen. Zeigen
Sie durch Induktion, daß det(An) = (x2 − y2)n gilt.

Aufgabe 5. Sei V ein K-Vektorraum, und U,U ′ ⊂ V zwei Untervektorräume. Zeigen
Sie, daß die Abbildung f : U ⊕ U ′ → V , (x, x′) 7→ x + x′ genau dann injektiv ist, wenn
U ∩ U ′ = 0 gilt.

Aufgabe 6. Für welche x ∈ R ist die reelle 3× 3-Matrix

A =

0 0 x
0 2 0
1 0 0

 ∈ Mat3(R)

trigonalisierbar bzw. diagonalisierbar? Begründen Sie ihre Antwort.

Aufgabe 7. Für welche Primzahlen p > 0 ist die Matrix

A =

0 −2 −5
1 −2 −4
0 4 12

 ∈ Mat3(Fp)

nilpotent? Begründen Sie ihre Antwort.


