
Zahlentheorie II (Analytische Zahlentheorie),
Blatt 5

hhu Düsseldorf
SoSe 2023

Abgabe: bis Montag 15.5.2023, vor der Vorlesung

Vorlesungswebseite: http://reh.math.uni-duesseldorf.de/~khalupczok/zt2/

Aufgabe 1 (5 Punkte): Zur Lindelöf-Vermutung

Eine quantitative Version der Lindelöf-Vermutung besagt

ζ(s)� exp
( C log t

log log t

)
für ein C > 0 und alle σ ≥ 1/2, t > e.

Welches nullstellenfreie Gebiet kann daraus mit den Mitteln der Vorlesung hergeleitet werden?
Wie ist dieses im Vergleich zum Vinogradov–Korobov-nullstellenfreien Gebiet zu bewerten?

Welche obere Schranke für ζ(s) im kritischen Streifen müsste bewiesen werden, um daraus mit
den Mitteln der Vorlesung die Riemannsche Vermutung herleiten zu können?

Aufgabe 2 (3 Punkte): Nichttriviale Exponentialsummenabschätzung

Seien a, b ∈ N0 mit a < b, β ∈ R und α ∈ R\Z. Zeigen Sie, dass
∣∣∣ b∑
n=a+1

e(αn+β)
∣∣∣ ≤ 1

| sin(πα)|
.

Aufgabe 3 (7 Punkte): Zum Vinogradov-Integral

(a) Zeigen Sie die Orthogonalitätsrelation∫ 1

0

e(αn) dα =

{
1, falls n = 0,

0, falls n ∈ Z \ {0}.

(b) Seien k, s ∈ N. Zeigen Sie, dass der Wert des Vinogradov-Integrals

Js,k(N) :=

∫
[0,1[k

∣∣∣∑
x≤N

e(αkx
k + αk−1x

k−1 + · · ·+ α2x
2 + α1x)

∣∣∣2s dα, α := (α1, . . . , αk),

übereinstimmt mit der Anzahl der Lösungen (x1, . . . , xs, y1, . . . , ys) ∈ {1, . . . , N}2s des Vinogradov-
Systems

x1 + · · ·+ xs = y1 + · · ·+ ys

x21 + · · ·+ x2s = y21 + · · ·+ y2s
...

xk1 + · · ·+ xks = yk1 + · · ·+ yks

Hinweis: |z|2s = (zz)s und Teil (a).


