hNuU s O-Minimalitéit — Blatt 13 Frof 1 Halpero

Diisseldorf [ X A . ) H. Khalilian
Abgabe bis zum 14.7.2023, in der Vorlesung oder im Ilias

Wie tiblich sind alle Antworten zu begriinden/beweisen.
Bitte geben Sie an, welche Teilaufgaben Sie ganz gelost / teilweise gelost / gar nicht geldst haben:
[1(a)[1(b)[1(c)[1(d)][1(e)]

Aufgabe 1 (243434242 Punkte):

Wir scheiben R[z, €*],, 4 fiir die Menge all der Quasipolynome g € R[z, e”], die sich in der Form ¢ = >_" f;e"* schreiben
lassen, wobei f1,..., f, € R[z] Polynome vom Grad hochstens d sind.

(a) Begriinden Sie (unter Verwendung, dass Rey, o-minimal ist), dass fiir jedes n,d € N eine obere Schranke existiert
fiir die Anzahl der Nullstellen der Quasipolynome in Rz, e*],, 4 \ {0}.

Wir wollen nun im Rest der Aufgabe eine explizite solche Schranke finden. Dazu kopieren wir die Methoden aus dem
Beweis von Lemma 3.2.13.

(b) Sei r eine (nur fast iiberall definierte) Funktion der Form 1+ (g(z)/f(z)) - €, fir ein ¢ € Rz, e"],, 4 und ein
Polynom f € R[x]. Zeigen Sie, dass sich die Ableitung 7’ schreiben liisst in der Form (G(x)/f(x)?) - €%, fiir ein
Quasipolynom G € R[z, €*],, d+deg f-

(c) Zeigen Sie: Hat die Funktion ¢ aus (b) m Nullstellen, so hat r hochstens m + 1 + deg f Nullstellen.

(d) Geben Sie eine Formel an, mit der man eine Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen von Quasipolynomen in
Rz, €*]n,q\{0} erhalten kann, wenn man bereits eine Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen von Quasipolynomen
in Rz, e*],—1,¢ \ {0} kennt, fiir ein geeignetes d’.
Hinweis: Jedes Quasipolynom lédsst sich schreiben als Produkt eines Polynoms, einer Funktion der Form 7 aus (b)

und einem Faktor der Form e,

(e) Folgern Sie, dass ein Quasipolynom in Rz, e®],, 4 \ {0} hochstens (3 - 2™ — 2)d + n Nullstellen hat.

Vorlesungswebseite: https://www.math.uni-duesseldorf.de/ internet/0Min-V-523/


https://www.math.uni-duesseldorf.de/~internet/OMin-V-S23/
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