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Modelltheorie 11

1 Bewertete Korper

1.1 Betrage

Definition 1.1.1 Sei K ein Kérper. Fin Betrag auf K ist eine Abbildung
|| K—}Rzo mit:

(a) la|]=0 < a=0

(b) |ab| = |al - [0]

(¢) la+b] <la|l+|b| (Dreiecksungleichung).
(Manchmal nennt man das auch eine Norm auf K; es gibt aber auch etwas
anderes, was man einen Norm auf einem Kérper nennt.)

Beispiel 1.1.2 Auf K C R: der normale Absolutbetrag: |a|lg = a falls a > 0
und |a|lg = —a falls a > 0.

Beispiel 1.1.3 Auf K C C: der komplexe Betrag: |a + ib|lc = va? + b? fir
a,beR.

Beispiel 1.1.4 Der triviale Betrag auf einem beliebigen Kérper K: |0]p =0,
lalo =1 fira € K*.

Bemerkung 1.1.5 Es gilt: |[1| =1; |a| = | —a; || = ﬁ firae K*.

Definition 1.1.6 FEin Betrag | - | heifst nicht-archimedisch, wenn die ultra-
metrische Dreiecksungleichung gilt:

|a + b| < max{|al, [b[}

Sonst heifst | - | archimedisch.

Beispiel 1.1.7 Sei R ein faktorieller Ring, K = Frac R, und sei p € R ein
irreduzibles Element. Dann ldsst sich jedes Element a € K* schreiben in der
Form a = p" - ™=, mit m,n € R nicht durch p teilbar und r € Z beliebig. Sei
auflerdem s eine beliebige relle Zahl grifler als 1. Dann wird durch |a|, == s"
(und [0|, := 0) ein (nicht-archimedischer) Betrag auf K definiert. Man nennt
dies den p-adischen Betrag (oder die p-adische Norm).

Bemerkung 1.1.8 Ist R = 7Z und p eine Primzahl, so ist es tblich, s = p zu

I

wdhlen, d. h. der p-adische Betrag auf Q ist |al, :=p~".

Satz 1.1.9 (Satz von Ostrowski) Die einzigen Betrige auf Q sind der tri-
viale, x — |z|g fiir X € (0,1], und x — |z|) fiir X € (0,00) und p prim.

Lemma 1.1.10 Sei K ein Kérper mit einem Betrag | - |, und sei A := {|n -
1| | n € Z}. Ist | - | archimedisch, so ist A unbeschrinkt. (Inbesondere hat K
Charakteristik 0.) Ist | - | nicht-archimedisch, so ist A C [0, 1].



Beispiel 1.1.11 Ist k ein beliebiger Kérper, R = k[t], a € k und f =t —a, so
gilt fir ¢ € k(t) = FracR: Ist |q|y = 2", so hat q eine r-fache Nullstelle bei a,
wobei Polstellen als negative Nullstellen angesehen werden.

1.2 Vervollstiandigung

Lemma 1.2.1 Sei K ein Kérper und | -| ein Betrag auf K. Dann ist d(a,b) :=
la — b eine Metrik auf K. Addition, Multiplikation, x — —x und x — % (fiir
x # 0) sind stetig beziiglich der von dieser Metrik induzierten Topologie.

Satz 1.2.2 Sei K ein Korper mit einem Betrag |- |, und sei K die Vervollstin-
digung von K beziglich der von | - | induzierten Metrik. Dann lassen sich die
Addition, die Multiplikation und der Betrag von K auf eindeutige Weise stetig
auf K fortsetzen, und K wird auf diese Art auch ein Korper mit Betrag.

Beispiel 1.2.3 Die Vervolistindigung von Q beziglich | - |g ist R.

Definition 1.2.4 Seip eine Primzahl. Der Korper Q, der p-adischen Zahlen
ist die Vervollstindigung von Q beziiglich des p-adischen Betrags.

Korollar 1.2.5 (zum Satz von Ostrowski) Die Vervollstindigungen von Q
beziiglich beliebigen Betrdgen auf Q sind: Q selbst (wenn der Betrag trivial ist);
R; und Q, fir alle Primzahlen p.

Satz 1.2.6 Sei p eine Primzahl.

(a) Seienr; € {0,1,...,p—1} fiir alle i > Z. Wir nehmen an, dass ein N € Z
existiert, so dass r; = 0 fir alle i < N ist. Dann konvergiert die Folge

m
A, 1= Z TipZ
i=N
beziiglich der p-adischen Norm gegen ein Element

a:= Zripi = lim a,,

m—o0
I€EL

aus Qp. Ist N minimal mit ry # 0, so ist |a|, =p~ .
(b) Jedes Element a € Q, lasst sich auf eindeutige Weise als ein solcher Limes

schreiben.

Definition 1.2.7 Die ganzen p-adischen Zahlen sind definiert als Z, =
{a€Qy|lal, <1}

Bemerkung 1.2.8 Es gilt Z, = {>_,,rp" | ri € {0,...,p — 1} fir alle i},
wobei der Grenzwert in Q,, berechnet wird.

Bemerkung 1.2.9 Z, ist ein Unterring von Q,.

Satz 1.2.10 Z, ist der topologische Abschluss von Z in Q.



Definition 1.2.11 Seik ein Kdrper. Die Menge der formalen Laurent-Reihen
tber k ist definiert als die Menge der formalen Summen der Form

k((t) :={>_rit' | N € Z,Vi: r; € k}.
i>N

Die Summe und das Produkt von zwei solchen Reihen sind so definiert, wie
man es bei Reihen erwartet. Der (t-adische) Betrag einer formalen Reihe a =
Yoy Titt € k(1) mit rn # 0 st |aly := 27N, (Und: |0 := 0.) Die formalen
Potenzrethen sind

E[[t]] ={a k(@) ||al: <1} = {Z ritt | Vi r; € k).

i>0

Satz 1.2.12 k((¢t)) ist die Vervollstindigung von k(t) beziglich des t-adischen
Betrags aus Beispiel 1.1.11; insbesondere ist k((t)) ein Kérper. Die Teilmenge
k[[t]] bildet einen Unterring, und sie ist der topologische Abschluss von k[t] in

k((#)-

1.3 Bewertete Korper

Definition 1.3.1 Fine angeordnete abelsche Gruppe ist eine abelsche Grup-
pe I’ mit Ordnungsrelation <, so dass fir alle a, o/, 8 € T gilt: o < o/ = a+ <
o + 8.

Beispiel 1.3.2 (Z,4), (Q,+), (R,+) (Rso,").
Bemerkung 1.3.3 Angeordnete abelsche Gruppen sind torsionsfrei.

Definition 1.3.4 Sei K ein Kérper. Fine Bewertung auf K ist eine Abbildung
v: K — T'U{oo}, wobei ' eine angeordnete abelsche Gruppe ist, so dass fir alle

a,be K gilt:

e v(a)=00 <= a=0
e v(ab) = v(a) + v(b)
e v(a+b) > min{v(a),v(b)}.

Ein Kérper mit Bewertung heifst bewerteter Korper. I' heifit Wertegruppe.

Zwei Bewertungen v: K — T', v': K — TV heiflen dquivalent, wenn ein or-
dungserhaltender Gruppenisomorphismus a: T' — I existiert mit v/ = aowv.

Bemerkung 1.3.5 Ist (K,v) ein bewerteter Korper mit Wertegruppe ' C (R, +),
so wird durch |z| := 27() ein nicht-archimedischer Betrag auf K definiert. Ist
umgekehrt | - | ein nicht-archimedischer Betrag auf einem Kérper K, so erhdlt
man eine Bewertung v(z) := —log(|z|) auf K, deren Wertegruppe eine Unter-
gruppe von (R, 4) ist.

Beispiel 1.3.6 Den p-adischen Betrdigen aus Beispiel 1.1.7 entsprechen jeweils
p-adische Bewertungen (mit Wertegruppe Z,): Ist R ein faktorieller Ring, K =
Frac R und p € R irreduzibel, so ist die p-adische Bewertung auf K definiert
durch vy(p" - ) =r, firr € Z und m,n € R nicht durch p-teilbar.

n



Bemerkung 1.3.7 Sei (K,v) ein bewerteter Korper. Dann gilt fir a,b € K :
(a) v(1) = 0; v(—a) = v(B); o(L) = ~v(a)
(b) Ist v(a) # v(b), so ist v(a + b) = min{v(a),v(b)}.
(¢) Sind ay,...,a, € K mit Y, a; =0, so tauch die minimale Bewertung
mehrfach auf, d. h. es ezistieren j # j' mitv(a;) = v(aj) = min{v(a1),...,v(a)}.

Definition 1.3.8 Sei (K,v) ein bewerteter Korper mit Wertegruppe T'.

(a) Fin offener Ball in K ist eine Teilmenge der Form Bs(a) :={z € K |
vix—a) >~} firae K, yeT.

(b) FEin abgeschlossener Ball in K ist eine Teilmenge der Form B> (a) :=
{reK|vx—a)>n} firac K, veT.

(¢) Die Bewertungs-Topologie auf K ist die Topologie mit den offenen Bdl-
len als Basis.

Bemerkung 1.3.9 (a) ,Jeder Punkt eines Balls ist Mittelpunkt des Balls:
Fiir b € Bs(a) beliebig gilt Bs~(a) = B> (b); und analog fiir abgeschlos-
sene Bille.

(b) Sind By, By C K zwei Balle, so ist entweder einer der Bdille im anderen
enthalten oder By N By = .

Bemerkung 1.3.10 Ist B C K ein offener oder abgeschlossener Ball, so ist B
topologisch offen und abgeschlossen.

1.4 Bewertungsringe

Lemma 1.4.1 Sei (K,v) ein bewerteter Kéorper. Dann gilt:

(a) Ok :={a € K |v(a) > 0} ist ein Unterring von K.
(b) Die Einheiten dieses Rings sind O = {a € K | v(a) = 0}.
(¢) Mg :={a € K |v(a)> 0} ist das einzige mazimale Ideal von Ok .

Definition 1.4.2 Den Ring Ok aus Lemma 1.4.1 nennt man den Bewer-
tungsring von v. Den Quotient K := Oy /My nennt man den Restklas-
senkorper. Die Abbildung O — K heifit Restklassenabbildung und wird
mit res bezeichnet (und manchmal auch als a — @ geschrieben).

Beispiel 1.4.3 (a) Ist K = k((t)), so ist Ox = k[[t]], Mk = tk[[t]], K = k
und res(} oy rit") = 10. B
(b) Ist L =Qy, soist Ox = Ly, Mg = pZy, K = F), undres(3, oy rip") = ro.

Bemerkung 1.4.4 Eine Bewertung auf einem Korper K ist (bis auf Aquiva-
lenz) eindeutig durch den Bewertungsring O festgelegt: Die Bewertung ist ein
surjektiver Gruppenhomorphismus von K* nach T' mit Kern O ; es gilt also
I' 2 K*/Oj. Auferdem ist die Ordnung aufI' dadurch festgelegt, dass v(a) >0
genau dann, wenn a € O ist.

Definition 1.4.5 Fin (abstrakter) Bewertungsring von einem Kérper K ist
ein Unterring R C K, so dass gilt: Fir alle a € K ist a € R oder % € R.



Bemerkung 1.4.6 Ist K ein bewerteter Kérper, so ist der Bewertungsring O
insbesondere ein abstrakter Bewertungsring.

Satz 1.4.7 Jeder abstrakte Bewertungsring eines Koérpers K ist der Bewer-
tungsring einer Bewertung auf K.

Beispiel 1.4.8 Ist R* > R eine elementare Erweiterung, so kénnen wir auf R*
eine Bewertung definieren, die die Groflenordnung von Elementen misst. Es ist
die Bewertung, die als Bewertungsring die Menge der ,endlichen® Zahlen hat:
Or~ :={a € R* | b € R: |a|g < b}. Der Restklassenkorper zu dieser Bewertung
ist R.

Definition 1.4.9 Sei K ein bewerteter Korper und K sein Restklassenkorper.
Man sagt, K hat Charakteristik (p,q), wenn char K = p und char K = q ist.
Ist ¢ = p, so sagt man auch, K hat Aquicharakteristik p. Ist ¢ # p, so sagt
man, K hat gemischte Charakteristik.

Bemerkung 1.4.10 Als Charakteristiken von bewerteten Kdrpern kinnen auf-
treten: (0,0), (0,p) und (p,p), fir Primzahlen p.

1.5 Fortsetzung von Bewertungen

Definition 1.5.1 Seien (Ki,v1) und (Ka,vs) bewertete Korper mit K1 C Ky
und seien 'y und T’y die entsprechenden Wertegruppen. Wir nennen vy eine
Fortsetzung von vi (auf K3), wenn vy dquivalent ist zur Einschrinkung v |k, -

Bemerkung 1.5.2 Nach Bemerkung 1.4.4 ist das dquivalent zu: O, = Ok, N
K. Auferdem gilt dann auch leﬁ = (’)IX(2 N K7 und Mg, = Mg, N Ky, und
man erhilt eine natiirliche Einbettung K; C K.

Satz 1.5.3 Ist K C L eine Kdérpererweiterung, so lisst sich jede Bewertung auf
K zu einer Bewertung auf L fortsetzen.

1.6 Newton-Polygone

Im folgenden sei K ein bewerteter Kérper mit Wertegruppe I' und I'g = {2 |
v €TI',n € N>} die divisible Hiille von I'.

Definition 1.6.1 Sei f = Y ja;X* € K[X]| ein Polynom mit a, # 0. Das
Newton-Polygon von f ist der Streckenzug durch die Punkte ({,NP;({)) €
N x I'g, fir 0 < £ <n, wobei

NPf(K):min{v(az)’ min (K—z‘)v(aj)Jr(j—z)U(ai)}.

i<l,j>L j—1

Aufeinanderfolgende Teilstrecken, die auf einer Geraden liegen, nennt man ein
Segment des Newtonpolygons.



Satz 1.6.2 Sei f ="' a; X" € K[X] ein Polynom vom Grad n. Wir setzen
die Bewertung von K auf beliebige Weise auf K& fort und schreiben f = ay, -
T (X — ), mit a; € K¥8 und v(aq) > v(ag) > --+ > v(ay,). Dann ist
NP (0) = v(an)+> s, v(i) fiir £ = 0,...,n; oder anders ausgedriickt: v(oy) =
NP (f) = NP, (¢ + 1) fir £ =1,... n.

Korollar 1.6.3 Ist f € Og[X] ein normiertes Polynom, so liegen alle Null-
stellen von f in Ok.

Korollar 1.6.4 Wenn wir die Bewertung von K auf beliebige Weise auf K&
fortsetzen, so hat diese Fortsetzung als Wertegruppe I'g.

Korollar 1.6.5 Sind f,g € K[X]| Polynome vom Grad n und m und ist h =
f g, so ldsst sich NPy, wie folgt aus NPy und NPy bestimmen:

e NP,(m +n) = NP;(n) + NPy(m)

o Die Segmente von NP, sind genau die Segmente von NPy und die Seg-
mente von NP, so sortiert, dass NPj, konvex ist; also formal: Ist \; =
NP;(i)—=NP;(i—1) firi=1,...,n, und analog p; = NP,(i) —NP,(i—1)
und v; = NPy (1) —NPp(i—1), so erhdlt man die Folge v1,. .., Vpmin, indem
man die Folge \1,..., An, 141, .., bm oufsteigend sortiert.

Korollar 1.6.6 (Verallgemeinertes Eisensteinsches Irreduzibilitéts-Kriterium)
Sei f € K[X] ein Polynom vom Grad n iber einem Kérper K. Wenn eine Be-

wertung auf K existiert, so dass NP;(¢) ¢ T fir 1 < ¢ < n —1 gilt, so ist f
irreduzibel.

1.7 Henselsche Korper

Satz 1.7.1 (Hensels Lemma) Sei K ein vollstindiger bewerteter Kérper mit
Wertegruppe T' = 7 (vollstindig beziiglich der Metrik d(a,b) := 27v(@%)). Sei
f € Ok[X] ein Polynom und sei a € Ok so, dass v(f(a)) > 0 und v(f'(a)) =0
gilt. Dann existiert genau ein b € O mit f(b) =0 und v(b —a) > 0.

Bemerkung 1.7.2 FEine dquivalente Formulierung ist: Ist f € Ok[X] und ist
a € K eine einfache Nullstelle von res(f), so besitzt f genau eine Nullstelle in
res—(a).

Satz 1.7.3 (Newtons Lemma) Sei K ein vollstindiger bewerteter Kérper mit
Wertegruppe T' = Z. Sei f € O[X] ein Polynom und sei a € O so, dass
v(f(a)) > 2v(f'(a)) gilt. Dann ezistiert genau ein b € Ox mit f(b) = 0 und

v(b—a) =2 v(f(a)) —v(f'(a))-

Definition 1.7.4 Fin bewerteter Korper K heifst henselsch, wenn gilt: Sind
f € Ok|X] und a € O mit v(f(a)) >0 und v(f'(a)) =0, so existiert (minde-
stens) ein ag € Og mit f(ao) =0 und v(ag — a) > 0.

Beispiel 1.7.5 Nach Satz 1.7.1 sind vollstindige bewertete Kdorper mit Werte-
gruppe Z henselsch.



Beispiel 1.7.6 Algebraisch abgeschlossene bewertete Korper sind henselsch.
Bemerkung 1.7.7 In henselschen Korpern gilt sogar Newtons Lemma (Ubung).

Bemerkung 1.7.8 Man kann zeigen: Ein bewerteter Korper K ist henselsch
genau dann, wenn die Bewertung von K genau eine Fortsetzung auf den alge-
braischen Abschluss K& besitzt.

Bemerkung 1.7.9 Man kann zeigen: Zu jedem bewerteten Korper K gibt es
einen kleinsten henselschen bewerteten Korper K" C K8, der K enthdlt. K"
ist (als bewerteter Korper) eindeutig bis auf Automorphismus iber K und heifit
henselsche Hiille von K.

Bemerkung 1.7.10 Man kann zeigen: Ist K Korper mit Betrag und K die
Vervollstindigung, so ist K" = K N K&,
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