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I Grundbegriffe der Topologie
I 2 Topologische Räume

DIE Ein topologischer Raum ist ein Paar X 0

bestehend aus einer Menge X und einer

Menge O von Teilmengen von X die

sogenannten offenen Teilmengen sodassgilt
1 Ist 4 ie eine beliebige Familie offener
Teilmengen so ist Kiki offen

2 Sind Uz und 4 offen so auch danke
3 Die Mengen O und X sind offen
Man nennt 0 eine Topologie auf X
Eine Teilmenge A EX heißt abgeschlossen
falls XIA offen ist

Pope Auf jeder Menge X ist O 0 X
die Klumpentopologie oder triviale Topologie
und O P X U U EX die diskrete

Topologie eine Topologie auf X
Sei X d ein metrischer Raum Dann ist
Old U EX Für alle pell existiert

ein 70 od Belp EU
die durch d induzierte Topologie auf X
Hier BE p Xe X dex p E



iii
E nun

Axiome
2 und 3 sind klar

in p 2 Sei p e Uz n 42 Für i 1,2
gibt es Ei mit Bei p Elli

Danngilt Bringeglp EUV

Für X R mit de x y y x t y x P
nennen wir Olde die Standard topologie auf R
Es gilt Orion E Olde E Odiseret n 1

Beachte A B 0 0 ist nicht offen

Frage 2 Wird jede Topologie von einer Metrik

induziert
Nein Sei X pig Für jede Metrik d auf X ist

p offen da Br p p für r dlp.gr 0

Also ist X Orinal nicht metrisierbar

Frage 2 Falls eine Topologie von einer Metrik

induziert wird ist diese eindeutig
Nein X R mit dm x y max ly x Yu t l

Bef dm Olde
Bei Belp für de Da p für dm

p

D



Bemerkung Anders als in einem metrischen kann man
in einem top Raum nicht mehr ausdrücken wie nah

sich zwei Punkte x y X sind Man kann aber noch
ausdrücken dass eine Folge x von Punkten

Xie X einem Punkt ye X beliebig nahe kommt

Ein Xi y Für jede offene Menge
Uk X mit yea gibt es
ein io mit Xie U für

izio.DESei X 0 ein top Raum pe X BE X
Eine Teilmenge VEX heißt Umgebung von p
falls es eine offene Menge Usv mit pen gibt
Der Abschluss von B ist die kleinste abgeschlossene

Obermenge von B also B Yang
Das Innere von B ist die größte offene
Untermenge von B also Bin U U

UEBoffen

DIE Sei X 0 ein top Raum und BEX eine Teilmenge
Dann ist 0 Bis Un B LEX offen die

Teilraumtopologie

Bag X R mit Standardtopologie B 0,2

Dann ist 0 2 I L I n 0 2 offen in der

Teilraumtopologie von B aber nicht in X



0,02
2 4381 013

O 2 Statop

0 2 0 23 bzgl Olg und Std top

DIe Sei X 0 ein top Raum Dann heißt
eine Menge offener Mengen BEO sub Basis
der Topologie falls jede offene Menge u

Vereinigung von endlichen Schnitten von

Mengen aus B ist

Bi B Belp E 0 pe R ist eine

Basis der Standard topologie auf A
BI Belp Ee so pe Q ist

eine abzählbare Basis

B x Xe X ist Basis der

diskreten Topologie auf X

Sei X eine Menge S eine Menge von Teilmengen
von X Dann ist

s Gas X
U ist Vereinigung endlicher
Schnitte von Mengen aus S



die von S erzeugte Topologie mit Subbasis S

DIE Sei X 0 ein top Raum ne X Eine

Menge U von Umgebungen von x heißt
Umgebung basis von Xo falls jede Umgebung

von to eine Umgebung hell enthält

By Ist X d ein metrischer Raum to EX

so ist U Br xo re so eine

Ungebungsbasis von Xo d.h metrische Räume

erfüllen das

1 Abzählbarkeit axiom Jeder Punkt hat
eine abzählbare Umgebungsbasis

Wie oben gesehen erfüllt R de sogar das

2 Abzählbarkeitsation Esgibt eine abzählbare
Basis der Topologie

DIE Ein top Raum X 0 heißt reparabel
falls es eine abzählbare Teilmenge A EX gibt
die dicht ist d h Ä X

Kat Zweitabzählbar reparabel

Bei Sei B eine abzählbare Basis Wähle

je einen Punkt für jedes OAU EB und erhalte
so die Menge AEX Da XIÄ offen und B



g
Basis ist gibt es K ED ie I mit KIF Klei
also hin A 0 d h Kid somit XII 0 D

I 2 Summen und Produkte
Sei X WY die disjunkte Vereinigung von

Menger X und Y

DIE Seien X Ox und 4,04 top Räume
Dann ist Kw 4,00 WO die top Sanne

von LX Ox und Y Oy

Kogti X YE XU Y
sind zugleich offen
und abgeschlossen

III Das Produkt von X Ox und C O ist

Xx 4 Ol Usv Ue Ox ve O

Not Es gilt kath nur 4 Man 4 Ikrk
also ist axt Ue Ox Ve 0 eine Basis
aber i A keine Topologie III

Sei nun Xi 0 mit ie I eine beliebige Familie

top Räume

2.12 Die top Summe von Xi Gi iei ist
Xi Ol 0



DIE Das Produkt von Gi O ios ist

Taxi O prülu Usa ie

wobei pro ja Xj Xi die Projektion auf
den i ten Faktor bezeichnet

Notiz Für I 2,2 ist prälat Gx X

pri k X x Un und Un XX 1 X x U

Uns Un also ergibt sich die vorherige Def

Warum nicht O Ol Ello U EO

Später universelle Eigenschaft des Produkts Jetzt

Ba Xi 0 2 Odisenes E EN Dann enthält
O die einpunktigen Mengen von Ei 9 1
ist also diskret Somit divergiert die

Folge Xi fügt
0,0 bzgl O

Ja der Produkttopologie bilden Zylindermengen

U2 Ux U E Oi Ui Xi für fast alle

eine Basis und daher fing I I



I 3 Stetige Abbildungen

DIE Eine Abbildung f X Y topologischer
Räume heißt stetig wenn für jede offene
Menge KEY das Urbild f lu EX offen ist

13.2 Eine Abb fi M N metrischer Räume ist

g d stetig bzgl der induzierte Topologien
wenn f stetig nach E S Definition ist
Ben Si f wie aber stetig x EM E 0

Dann ist 4 f Be f EM offen und tell

also gibt es 870 mit Bs x EU also

f BSG E BE fl
Sei umgekehrt f stetig nach E S Def und sei

VEN offen z.z f r EM ist offen
Sei also x e ft V Das gilt f eV

und es gibt E 70 mit Be f EV Also

gibt es 8 0 mit fl BSH E B f Er

dt Bg x E f V D

2ms Sei B eine Subbasis von Y Dann ist

f X 4 g d stetig wenn falle für alle
UEB offen ist

Bei Sei 4 4 offen Dann gilt U K Ukr nun
für geeignete Uj e B und f n Kafka n.nf.lu
ist offen D



Hausaufgaben Weitere Charakterisierungen
Seien f X Z g Y Z stetig Definiere

fwg X w Y Z Sa

et ng fa
EZ offen Dann

ist fwg a
ein fly f W u g

n EXWY

offen also f wg stetig
Die Inklusionen Ex X X w 4 it Y XWY
sind ebenfalls stetig if nur U

Dies zeigt die universelle Eigenschaft der top Summe

X w YET alle Abbildungen stetig

ÄH
Seien f Z X g

Z 4 stetig Definiere

fxg Z X Y Seien UEX V94 offen
z fa fly frg Ux filmnf.lv

E Z offen also fxg stetig
Die Projektionen pry Xx 4 X pry XY Y
sind stetig Universelle Eigenschaft des Produkts

ÄITY
Unendliche Version zu fi.z sx.ly
ex genau ein

f z Exo mit ÄIE



Weitere Eigenschaften

Sind f X 4 g 4oz stetig so auch gof X Z

X top Raum dann ist idy stetig
Konstante Abbildungen sind stetig
X top Raum BEX f X 34 stetig
Dann ist ftp.B Y stetig ftp.foi
Eine Abb f X Y ist immer stetig
wenn X diskret oder Y verklumpt ist

DIY Eine stetige Bijektion f X 7T mit

stetiger Umkehrabbildung heißt Homomorphismus

Gibt es einen Homöo f X 74 heißen X und Y

homöomorph Notation X Y Bope

O I E I N HE Yo
O I E l N N es tan TK Y

y Yaratan y t

S XEN Axl 1 51 2,0 ER

L taxis gta Eo E
y y.nl ins

mit s y t y
Stereographische Projektion



Warnung Eine stetige Bijektion muss kein

Homomorphismus sein Bope
c idi R Odiserer R Gioia

0 1 S t t explicit

I 4 Zusammenhang

42 Ein top Raum X heißt zusammenhängend
wenn X keine disjunkte Zerlegung in zwei
nichtleere offene Mengen zulässt
E Nur O and X sind zugleich offen und abg

Bope R ist zusammenhängend s.u

R W R ist unzusammenhängend

Satz Sei ISR Dann gilt I istgohgd.FI ist ein Intervall
Bu Sei I ER kein Jatervall Dann gibt es
a s b mit a b EI und S E I Dann
ist f s n I uls D n I eine disjunkte
Zerlegung von I in nichtleere offene Mengen

Si I Au B mit A B E offen in I und
A D O An B 0 Wähle nett be B
o B d A ach und setze sie auf re B X a



See U eine Umgebung von s Dann gilt UND 0
Aber auch 4nA 0 denn sie an und falls
s a dann ist la s s B 0 und weil

la s E I Au B folgt la s EA
Wir haben also einen Häufungspunkt s von A und B

Es gilt SEI Au B o B d A SE A
Weil As I offen gibt es UER offen mit

A Un I Weil sell gilt Un DEO also

gibt es be Un B E Un I A d h be An B
Widerspruch D

DIE Ein top Raum X heißt wegzusammenhängend
falls es für alle x yo X eine stetige Abb
T 0,23 X gibt mit 810 x und 812 y

Sat X weggolgd X jagd
Been Sei X weggolgd Ist X nicht golga
gilt X Auß nit A BS X offen A B 0
und An B 0 Wähle ae A be B Dann

gibt es 8 0,13 X stetig mit flora
und 812 b Dann ist 52 A u f B eine

disjunkte Zerlegung von Co 1 in offene nicht
leere Mengen im Widerspruch zum vorherigen Satz D



Bcg Die Umkehrung ist
i A falsch

Sei 5 Asiat XE 10,13 U 10 y yea ER

die abgeschlossene topologische Sinuskurve

Äh

LIE Sei X ein top Raum A EX jagd
in der Teilraumtop Dann ist Ä golgd
Ber Ang Ä nur mit U V Ä offen
un r d Z z U 0 oder V 0 Es gibt
Mo Vo EX offen mit Mont U Von Ä V

Also ist Ando u Anno eine disjunkte
offene Zerlegung von A Weil A golgd
folgt o B d A An Ko O Da WE Ä abg
gibt es EX abg mit Vent
Aber A An Vo s Äh Vo V V2 n Ä E V2
Weil Va abg folgt ÄE V1 Damit

Van Ä Ä also U 0 D



t Sei f X 74 stetig X lang Jagd
Dann ist f X EY weg zahgd
De sei f X Unflx u un fl eine

disjunkte Zerlegung mit Mine offen Dann

ist X film u fair ding offene Zerle von X

also a B d A flu 0 un f 0

Seien x y E f X Wälle X y ex mit

fix x fly y Wälle 8 0,23 X
mit 810 x 812 y Dann verbindet for
den Punkt x mit dem Punkt y B

Für f 0,23 R Lx si y gilt
5 fit also ist 5 golgd

Angenommen es gäbe 8 0,2 5 stetig mit
MOI LO 2 und 8 2 Er 0 Setze
S sup te O 23 NE E 0 E 1,1
Wil r stetig ist gibt es So mit
V1 Es Sts E Ben 81s Sein pry R R die

Prog auf die Xy Achse Dann ist pro 8 Css 83

Jagd also ein Intervall I und CO EI
mit xie pills 8 70 Daraus folgt jedoch
pryor s Sts 2,23 im Widerspruch zu G



Also ist 5 nicht weggolgd Insbesondere
müssen Abschlüsse weggshgder Mengen nicht

weggolgd sein

Prop I 4.8 Sei A ie eine Familie weg 3dgder
Teilräume eines top Raums X mit Axte 0

Dann ist auch Ei Ai weg Szolgd
Ben Wähle Ekiti Betrachte feste nur
O B d A x EU Sei ye V und

ye Aio
Erhalte Ai Ai.nu o Ai n V Für

weggolgd klar A

Def I 4.9 Sei X top Raum Xe X Dann heißt
die Vereinigung aller weg golgder Teilräune
die x enthalten die Weg Zusammenhangs
komponente von X

Notiz Jeder Raum ist disjunkte Vereinigung
seiner Weg Zusammenhangskomponenten

Der Raum 5 hat eine Zahgolomp und zwei
Weggolgskompien



I 5 Das Hausdorff Axiom

Def.IS 2 Ein top Raum X heißt Hausdorffsch wenn

je zwei verschiedene Punkte in X disjunkte
Umgebungen haben

Espe Jeder metrische Raum X d ist

Hausdorffsch der falls x y e X x y gilt
der y r O und Brak n Bryly 0

Jeder diskrete Raum ist Hausdorffsch

Gegente gilt 1472 so ist X Oase
nicht Hausdorffsch
Sei kein Körper dann hat die Zariski Topologie

auf k die abgeschlossenen Mengen

Xe k p x 0 für alle p ES Sack x

Algebraische Geometrie

Notiz In einem Hausdorffraum sind Grenzwerte
konvergenter Folgen eindeutig denn Umgebungen zweier
Grenzwerte enthalten fast alle Folgenglieder
sind also nicht disjunkt
Ist X Hausdorffsch so auch jeder Teil raum A EX

Siem X Y 0 Dann sind äquivalent
1 X Y Hausdorffsch 2 X WT Hausdorffoch

3 Xx Y Hausdorffsch



I 6 Kompaktheit

Def I 6.2 Ein top Raum heißt kompakt falls jede
offene Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung hat

Gilt X Yan mit Ko offen gibt es in in EI
mit X Kino U Kin

Bye
0 II 0 N sind nicht kompakt

Sei X diskret Dann gilt X komp E HILD

Das Einheitsintervall O L ist kompakt
Der Sei O I Kiki Dann behaupten wir

es gibt 870 sodass jedes Teil intervall Is O I

der Länge S in einer Menge Ui liegt Falls nicht

sei Mittelpunkt eines Teilintervalls mitLänge das in

keiner Menge Ui liegt Bolzano Weierstraß histux
Aber XE Ui ECO 23 offen Widerspruch Wähle nun

endliche Überdeckung von Co 1 durch 82 Bälle

Erhalte 0,23 Ui u u Kin D

Kompaktheit erlaubt oftmals eine globale Eigenschaft
aus der zugehörigen lokalen Eigenschaft zu schließen

Lemma I 6.2 Sei fill D Td stetig X kompakt
Dann ist fix beschränkt



Bug zu ex gibt es offene Ung Ux mit flux EB f
Da X Ux o u Ux fürgewisse ix gilt
f LX E BalfG u U Balflx D

Satz
I 6.3 Sei X ein top Raum

i Jot Xkomp und Ast abg dann ist A kompakt
Cii Ist X Hausdorffsch und AEX kompakt

dann ist A abgeschlossen
Bee li Sei A Ui n A mit di EX offen
Dann ist X XIA u Yazdi offene Überdeckung von X

Iii Sei A FX kompakt Wähle E XIA Zu

YEA seien Uy und by Umgebungen von X undy
mit Uynny 0 Betrachte A Yen 4nA
Weil A kompakt gibt es y y A nit

A Ivy v u Wyn Setze U 4g n n Uy und

by u u Vy Dann gilt Unt 0 insbesondere

Un A 0 Also ist ein innerer Punkt
von XIA Wie e XIA beliebig war ist

XIA offen also A abgeschlossen D

Satz I 6.4 Sei f X Y stetig
i Ist X kompakt so auch fl
Li Ist f bijektiv X kompakt und T Hausdorffsch

dann ist f ein Homomorphismen



Bee i Se f X Iain f Dann

ist X ft Ui f Ui u uf Un

fit Ui u u Ui_ also f A Ui u Udon

Iii Sei f bijektiv Dann gilt
f stetig A X abg GIA EY abg
sei also ASX abg Weil X kompakt ist A

kompakt also ist fit kompalt Weil 4
Hausdorff.ch ist fit abgeschlossen D

Seien X Y 0 Dann sind äquivalentÄY kompakt 2 X w 4 kompakt 3 XY kompakt

Bee 2 2 klar 3 1 werde letzten
Satz auf pry X T X und pry X T Y an

1 3 Sei X Y hi Zu x y EX Y

gibt es i x y EI V4 EX offen WG EY
offen mit x y

E V C Win King
Fixiere X Dann ist T YeyW x y

W x y u UWG
Setze Vx V x y x n n Vlt yu x

Dann gibt X Vx Vx v u Vx und
Xx Y KI Fü Vx WCxi y x D



Bemerkung Es gilt auch für eine unendliche
Familie Xi kompakter Räume dass Ida Xi
kompakt ist Satz von Tychomoff

Satz I6.5 Heine Bord Sei KEIR Dann sind äquivalent
i k ist kompakt ii k ist beschränkt und abg
But i Cic Satz I 6.3 i und Lemma mit fell I
Iii i Für n 0 gilt k E r r Nach

Bsp Notiz und Satz I 6.3 i ist k kompakt D

I 7 Die Quotiententopologie
Sei eine Äquivalenzrelation auf den top
Raum X Dann wollen wir die Menge Xi der

Äquivalenzklassen mit einer Topologie versehen
sodass folgende universelle Eigenschaft gibt
Ist f X 74 stetig mit fix f x falls x

dann
f Y Alle Abb stetig

Dann muss Xin die feinste Topologie tragen
für die p X X noch stetig ist d.h

n EX offen E f EX offen



denn

p soll stetig sein also nicht feiner
X P

Xp also nicht gröber

E
Beobachtung Sei f X 4 surjektiv Dann definiert

x c flt fl eine Äquivalenz rel auf X
für die F eine stetige Bijektion ist und f ist
genau dann ein Homöo wenn Y die Quottop trägt

Satz I 7.2 Für f X 74 sarjektiv sind äquivalent

G T A EY
ii Für jedeAbb g 4 Z von Mengen ist g of genau

dann stetig wenn g stetig ist
Iiii 424 offen es f n EX offen
in A ET abg E fit A EX abg

Def I 7.2 Erfüllt ein surjektives f X Y eine

dann jede dieser Eigenschaften heißt sie

Identifizierung oder Quotientenabbildung

Be Iiii Liv klar i ii Sig Z

eine Abb vor Mengen Ist
g stetig

so auch

gof go f op Ist gof stetig dann auch g f
nach der naiv Eigenschaft Also ist g go f oft stetig



iii i Wegen iii ist f stetig also f stetige
Bijektion nach universeller Eigenschaft Sei UEXA

offen Dann ist Vigil EX offen und ff V

also ist flu flu EY offen laut Lied
ii iii Betrachte Y Oy und YOy
wobei Oy durch iii definiert ist Weil wir schon

lief i und i ii wissen gilt ii auch

für 4,04 Anwender von ii für g idc a
und g idea zeigt f ist mit beiden Topologien
stetig Also ist auch idyof f stetig für
idy Y Oy CT Of und idy 4,04 4,04
Nach ii sind also beide Identitätenstetig d.l.GG A

Notiz Injektive Identifizierungen sind Homomorphismen

Beispiele 2 Verkleben von Räumen

Für A EX und fit Y stetig sei die

feinste Äquivalenzrelation auf X WY für die
a fca für alle net gilt Dann heißt
X wg Y X WK

die Anheftung von X am Y mit Anheftungsabb f

Bip S E D ER Axl423 f S Y

ÖD



Anheften einer n Zelle B

Jenna I 7.3 Wir haben eine kanonische Inklusion
Y EX wg Y aber i A nicht EX wg Y
Beweis Injektiver Stetig Sei EY offen
z.z p a p Y offen Es ist f 4 EA offen also

gibt es VEX offen mit f lu un A Somit

folgt pal plow n Vw n EX er Y offen
also ist p Vw 4 EX wg Y offen und plat
p Vw 4 n p Y D

2 Kollabieren eines Teilraums zu einem Punkt

Dies ist der Spezialfall einer Anheftung mit 4
Notation XIA Xu mit f A

Bsf wir behaupten 0 27
a

ES

Bee 0,13W FIT S f ist stetige Bijektion
0,23 go.jp C91Iw ist kompäh 7
SE R ist Hausdorffsch B

So ähnlich DJganz E S

Beachte Für x EX gilt X es EX

X g E X w insbes 0 0



3 Abbildungstori und selbstverklebungen
Sei f X 5 X ein Homomorphismus Dann heißt

Tg X
22,1 eg o

der Abbildungsforus

von f Bope

f ideal Tg Zylinder

s f ideal Tf t.EE Möbiusband

f idss Tf Torus

x Y G CKY

iiiSelbstverklebungen gibt man meist schematisch an

Torus Kleinsche
Flasche

Möbiusband
x es

E SIX E IRI

Boysche Fläche



4 Orbit räume von Gruppenwirkungen
Def I 7.4 Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe

G sodass G zugleich ein top Raum ist und

Gx G G G g g.ge sowie

G G
g mg stetig sind

Bee Mist fordert man zusätzlich Hausdorffsch

Darf I 75 Eine Gruppenwirkung G 2X einer top Gruppe
G auf einen top Raum X heißt stetig wenn

Gx X X Lg tgr stetig ist

zu ex heißt Gx gr ge G die Bahn
oder der Orbit von x Im selben Orbit liegen
definiert eine Äquivalenzrelation auf X und

Xp X

heißt der Orbitraum von GA X

Bon SO 2 2 5 durch Drehung an Achse

S2 Ä 2,2

So
0



Zu ex heißt G go G g x die

Standgruppe von x

Lemma I 7.6 Sei Gkomp X Hand GGF Gx GG Tgr

Bee Wohldefiniert Surjektiv Injektion

gx Ux litg x x Ego Gx gG LG

Stetig Betrachte G Gay Gx geigt
werde obigen Satz no ii an Nun ist Gla komp
und Gx EX Hausdorffsch Es folgt GGE GX D

Warnung Kompaktheit und Keg Zusammenhang vererbt
sich auf den Quotienten die Hausdorff Eigenschaft
i A nicht

Warnung
2 Eine Quoteabb nun weder offen noch

abgeschlossen sein Bsp f 0,3 s

t explait ist Quotabb Aber

f 0,2 f 2,3 ES ist weder offen noch
abgeschlossen



 

I Mannigfaltigkeiten und Flächen

I I Mannigfaltigkeiten

Def I 2.2 Eine a dimensionale Mannigfaltigkeit ist
ein zweitabzählbarer Hausdorff raum M der lokal
euklidisch ist jedes p e M hat eine Umgebung

UEM mit Up R

Das 2 Es gilt Xen Axl 2 ER
In

Ä FÄLLE
2 Ein Homomorphismus U Up R heißt

Karte un p Eine weitere Karte 4 Vg Ö R

wechselt glatt mit 4 falls
404 acupnrggiklup.org 414ps

ein Diffeomorphisms ist d.h glatt C

mit glatter nachelrabbildung Ein Atlas ist
eine Menge von Karten die M überdecken

Eine glatte Struktur auf M ist ein

maximaler Atlas aus glatt wechselnden Karten
Differentialtopologie



Satz Kervaire Milan Es gibt 28 wesentlich
verschiedene glatte Strukturen auf 57

Eine glatte Struktur erlaubt Def des

Tangentialbündels auf dem man geometrische
Strukturen studiert Riemannsche Metriken

symplektische Formen Differentialgeometrie

Boge 1 Jeder diskrete höchsten abzählbare
Raum ist O din Mannigfaltigkeit
2 IR und S sind 2 dir Mfken
3 M m din Mfk Mi a dim Mfl

Dann ist Mx N eine Gta dem Mfk
Is s

4 Sind M und N a dir Mfl.ee ist
M W N eine a dir Mfk

Gegenbeispiele 2 5 ist nicht lokal euklidisch
2 R Odisener ist lokal inkl und Hand aber

nicht zweitabzählbar
3 IR WIE G in

für o
ist lokal inkl und zweitabgb

aber nicht Hausdorffsch

Satz I 2.2 RP ist eine a din Afd



Des Zweitabzählbar p S RIP ist offen
denn für 4 5 offen ist fit pla Uv u

offen Stetige offene surjektion Abb fit 74 bilden
Basen auf Basen ab Si B Basis von X KEY

offen Schreibe f 4 Dann ist
u f LfU fer
Hausdorff Sie Ex Ey GIRI GI Ey
Dann existieren disjunkte offene Ungen U V E S von

x y sodass Ih IV disjunkt also sind pla
plo disjunkte Umgebungen von Ex Ey
Lokal euklidisch Sei X to X X GRIP

Dann gibt es ein i mit Kit 0 und

U Yo y yo 0 ist offene Ung von x

Bek U UFF Yo X Fes Yo II
Bear wohldefiniert Weil US RIP offen ist trägt
U die Quotiententopologie von P pzen
Definieren wir 4 p U M yo y Yo sk

gilt Kopf pan
9 Weil d stetig ist ist

4 nach Satz I 7 stetig.rs Die Unkehrebbildung
6 t IR 4 x2 X Xi Xo 2 I X X

ist als Komposition M Ä XEN Xi 1

es o s U ebenfalls stetig B



Satz I 2.3 Jede zusammenhängende 2 dir Mfk ist
entweder homöonorph zu R oder zu St

Bag D Gale The classification of 2 manifolds D

II 2 Flächen

Def II 2.2 Eine 2 dir Mfk nennen wir auch Fläche

Konstruktion von Flächen Betrachte ein Wort g B
w azbzajbjaz.ba bi

aus einem Alphabet aus n Buchstaben

sodass jeder Buchstabe genau zweimal vorkommt
mit beliebiger Wahl des Exponenten II

Beschrifte rundherum ein zu Eck mit diesem Wort

Fakt Die zugehörige Selbstoer

an klebung ist eine zusammenhängende
kompakte Fläche

Fakt Zu jeder zusammenhängenden kompakten
Fläche F gibt es ein Wort w wie oben mit FE Fw

Wähle Triangulierung zähle Dreiecke benachbart auf
verkleben immer nur eine Karte erhalte zu Ed



Satz I 2.2 Klassifikation von Flächen Die Flächen Fu

folgender Wörter w bilden ein vollständigesRepräsentantensystem der Homöomorphieklassen

zusammenhängenderkompakter Flächen

1 aät
2 azbzajb.it agbga b gz 2

3 agazara agag 1g 2

Bilder

2 Er s

2
g 2 g

g Löcher

Pfui N H s S

M N verbundene Summe
entferne offene u Bälle von
M und N verkleben Ränder

Orientierbare Fläche von Geschlecht g Notation Eg
3 g I F RP

g 2 Fj
RIP RIP g Kopien
Nichtorientierbare Fläche von Geschlecht g
Notation Ng



I Wir nennen zwei Wörter a und w

äquivalent www falls Fu E Fu Folgende
Operationen liefern äquivalente Wörter

2 Zyklische Vertauschung z B a'bear übe
2 Invertieren abc übtät
3 Einen festen Buchstaben überall invertieren z.B

ab ab ab ablebtab
4 Löschen leichter Teilwörter der Form an z.B

baath 5

Bgh Jedes Wort er kann durch ein äquivalentes
Wort w ersetzt werden kann bei dem alle Eckpunkte

identifiziert werden

Ew Sei w ohne Teilworf der Form nä

gegeben Seien P Q benachbarte Ecken aus

verschiedenen Identifizierungsklasses

Et Ei

Q Klasse an einen Punkt größer
p i i 4 kleiner B

Wir können also annehmen er sei reduziert
keine aät Teilwörter alle Ecken identifiziert



Mache Seitenpaare vom Typ If a a benachbart

bleibt reduziertFEI FEI
Def Hat w mind vier Buchstaben und ein Typ
Seiten paar a äh dann hat w die Form

b a 5h äh

Die Gäbe es nur ein Typ II Seitenpaar

Öffne
wie keine Kante in B mit einer Kante
in C identifiziert weil Typ I Seitepaare

benachbart sind Wil w reduziert ost sind B und
C nicht leer also P Q Widerspruch Genauso
schließt man aus dass alle Typ II Seitenpaare
unverschachtelt sind B

Bek b a 5 äh_ babtät

Beg

O B d A A 0 Zerschneide an C

Ä piii

eins

verklebe an b

BETT Falls CD leer fertig
Sonst Zerschneide an d verkleben

an an



Ajit
Ersetze d mit b und c mit

te bleibt reduziert D

Bef aab brät D aabbee D

Bee

Gig
Zerschneide an d verklebe

St an a

gfjsterschneideane
was

an C

EE

Eis
dat verreise aus

dt

II Vertausche zyklisch und

df benenne d e f um in a b c

Yt
Indem man Kommentatoren durch zyklische Vertauschung
nach einem ä Wort anordnet erhält man so

nach und nach einer der Standardformen Diese

Flächen sind alle verschieden Fundamentalgruppe
siehe Abschnitt VI 3 B



 

II Homotopie und Fundamentalgruppe

I 2 Homotopie Homotopieäquivaleng Deformationsrefrakte

Setze I 0,3

Def II 2.2 Seien X Y top Räume Dann heißen
stetige Abbildungen fig X 94 homotop

falls es eine stetige Abbildung
H XXI 4

gibt mit H x 0 fix Hex 2 g
für alle EX

Die Abbildung H heißt Honotopie von f nach g
Notation fing oder nur für g
Für te I sei He X Y Alt x

Man kann sich H als Film vorstellen

der f kontinuierlich in g überführt

Bsp Honotopien von Wegen Pfaden
Sei X S Y T Dann sind wa wa wg X Y

nicht honotop
Beweis später

Je zwei Abb fig X R sind homotop denn

f X R trs 0 mit H x E L t f x

genauso für g und es gilt



g

Jemma II 2.2 ist eine Äquivalenzrelation auf
CH fix T f stetig

Bee Reflexion fünf mit Alt E fl Symmetrisch
Sie fing dann ggf mit Ä GE HG s t

Transition Sir f ng
und g c Dann f h

mit H G f
HG LE to Cork

g
HE ZE 2 GELL 13

Kotz 2 Seien fast Y Z g g
X Y

träfe g ü g Dann gilt füge 7 frage
wobei HE HOHE

2 Seien fa fr X Y g g Z W

fünf ge ge Das gilt für
faxge faxge X z W das fügt fing
mit Hf HexHf

Def II 2.3 Eine stetige Abbildung f X Y heißt
Homotopieägnivaleng wenn es eine stetige Abbildung

g X gibt das Homotopieinverse sodass

g für idg und fog idy

Gibt es so eine Honotopieäquivaleng f X Y
heißen X ad Y homotopieäquivalent
Notation X Y



X 4 ist eine Äquivalenzrelation und aus

X K und H K folgt XXX Y Y

Spezialfall Ist f X Y die Inklusion eines

Teilraums und g
Y X eine Refraktion d.h

go f ich nicht nur g für id und fog idi
dann heißt X ein Deformationsretraht von T
und H heißt Deformationsretraktion Gilt zudem
H x f für rex und to I heißt X
starker Deformation refrakt und H heißt starke
Deformationsrefraktion
Ein top Raum X heißt zusammenziehbar
falls ein Punkt in X ein Deformationsretraht
von X ist insbes gilt also X Äquivalent
X so

Rep o R ist starker Deformationsretraht
H IR I R t t t

Allgemeiner Ist UER sternförmig d h es gibt
x.EU sodass Xo t x x re II EU für
alle Xen dann ist 8 U starker Def refrakt



S das D ist noch nicht mal ein Refrakt
Es gibt keine stetige Abbildung D s

mit j or idpn Beweis für n 2 später für
n 3 in Topologie I

Santa D 04 ist starker Defretrakt

EYE H D I o I D o

x E II t x t.IE
Für SED o und U S 74 sei

D I o v Y die Anheftung einer n Zelle

mit Loch Dann ist YE D I o Vo Y
starker Deformationsrefrakt

Sei M das Möbiusband Dann ist die

Mittellinie S EM starker Def retraht

M 42 x es

j St 2,13 1 2,23 M

x x 0

r M S 223 2,2g CH y x



roj idge jor Iida

Hel x y x tg

K

HIN KÄTE
II 2 Fundamentalgruppe

j
Def.I Zwei stetige Abbildungen fig X 4 heißen

homotop relativ A EX falls es eine Homotopie

füg gibt mit Ala f fla gla für alle aet.EE

Notation f Ag Falls A x heißt H
punktierte Homotopie



Falls X I A 0,23 heißt H Homotopie
rel Endpunkte

0
Eine stetige Abbildung 8 I X nennen

wir Weg oder Pfad Gilt für zwei Wege
Ja 82 I X dass 8212 O so heißt

ER I X tm
E

für
tea

CZE L E ECK

die Konkatenation von 8 und 82

in
Einer Weg 8 I X mit V0 812 nennen
wir Schleife

Satz II 2.2 Sei X ein top Raum und to EX ein

Basispunkt Dann erklärt die Konkatenation
eine wohldefinierte Gruppenstruktur auf der
Menge

Tz X x 8 I X 809 812 Xf an



der Homotopiellanen nel Endpunkte von Schleifen
in X mit Start und Endpunkt to Wir nennen

Tz X x die Fundanentalgruppe von X zum
Basispunkt Xo

Beg wohldefiniert Seien 82 go.at V2 go.dk
n

FtIE.aeorninririAPP

Beobachtung Für jedes 4 0,27 0,23 mit 601 0

und ULI 2 und jedes 8 I X gilt f go.gg806

durch H II X Is f 8112 t s E als

Reskalierung des Zeitparameters

Assoziativ Es gilt 4,82 go.si KB
durch Reskalieren des Zeitparameters

DG
um

F
Einselement Sei I X Eb Xo der

konstante Weg Dann gilt cx.t nr

tcxo.EEer



Inverse Zu 8 Is X sei F I X C Kat

Fr G TTT Hels VIE s r E IS

an
es

Seien A EX und BEY Teilräume Dann nennen

wir f X Y mit f A SB eine Abbildung
von Raum paaren Notation f X A Y B

Im Spezialfall A Exo B y notieren wir

f X x LY yo für eine punktierte Abbildung
punktierter Räume

Prop 11.2.3 Eine stetige Abb f X x Y y induziert
einen Gruppenkonomorphismus

Half Tia X x 214 Yo
83 for

Beg I f LIEß Tlf xp

f Lp f top for f p
Tal f a Tal f f B

Prop II 2.4 Seien X x f LT y Z z stetig
Dann gilt aalgo f Mlg alf
B Ilg f t Lg f B G f 8



Ilg f 8J Tz g Elf CM B

Prop II 2.5 Tz idex idk x x

De Tz id x 8J ida go 8J 8J B

Prop I 2.6 Seien fig X x Y y függ
Dann gilt Ralf Talg
De sei 8 E Tz X x Definiere
Hr I XI Y Ls f a Hells t

Das gilt H for H2 got Arlo E

Htl2 t Xo für alle te I d.h

for an got es for g 83
E ralf CH Talg 83 B

Prop 1.2.7 Sei j A X ein starker Deformations
refrakt und sei a e A Dann gilt
Tz j Tz A a Tz X af

Beg Sei r X 7A die Refraktion mit roj idf
und jorjidy Dann gilt TC on j iduna
und T2 j 0T r Tz id idk x B

Bi ECR 0 E 21103,0 E 1

Prop is Für f X x 4 Yo ist Tlf ein Joo



Bee Hausaufgaben D

Wir definieren X x Y yo Xxl Go Yo

Prop II 29 Tia X x Ky E Tz X x Tz Y Yo

De r I X Y pryor pryor
r X r 4 mg Hr I Xxx

t Mt VIE D

Boge Später Tz S E 2 daher

Tz T E Tz 52 52 Z

Prop II 210 Seien Xo EX und N I X mit 210 x

und N2 x2 Dann gilt Ea Tz X x Talk
8J 28L

Dr
B Wohldefiniert
Homomorphismus OLI SICH Öl 88J

Er 8 LJ EITLE TL CETA Er N

02483 8

Inverses 8J JE D

Def 2.22 Ein top Raum X heißt einfach
zusammenhängendfalls X nichtleer und wegzusammenhängend

ist und Tz X x 2



Satz 1.2.12 Für n 2 ist 5 einfach zusammenhängend

Lemma I 213 Lebesgue Sei X d komp mehr Raum
mit einer offenen Überdeckung U Dann existiert 80

sodass jeder Teil raum A EX von Durchmesser 8

in einem Uek enthalten ist

Bee Betrachte X Bay X sd Baas x Ski

für irgendein nie U Erhalte X Bea Xi

und setze Sie min Eltz x_ Wäre

BEX ein Ball von Radius S der in keinem

BIEL x Bec Xa enthalten ist läge
der Mittelpunkt von B außerhalb von

Bau xi X Widerspruch D

Man spricht von einem Lebesgue S für CX U
Lemma II 2.24 Sei n 2 und V I 0,2 s

Dann gibt es eine nicht sarjektive Abbildung
V I 0,2 s mit 5 go.it
Des Si U die Überdeckung von 5 durch offene
Hemisphären Wähle ein Lebesgue S für 841,4rad
Weil 8 stetig auf einem kompakten ist ist 8

gleichmäßig stetig also gibt es mehr sodass

MEI SI 3 E Un EU für d 0 n 2

E



Sei 8s I II R die Strecke von

TG nach 81k Definiere H I I S durch

Als f
7 f 81s TV's für sechs In
2 486 trees 4 0 w.EE aEiinYi

Das ist Hier Hz für nzz nicht surjektier und Font B

Bar von Sat II 2.12 Für 8 E Tz S Xo sei

T 0,2 8 und yo Bild 8 Betrachte

S y S Es gibt 8 8 jo T

I A Tz j 8 1 denn

Tz S I Ya Xo E Tz R 82 E Tz R O E I

also 8 2 B

Weil Tz T 2 aber 7153 2

gilt also tatsächlich und erst
recht I Schulden noch 1157 a ER

nächstes Kapitel



 

I Überlagerungen
I 2 Faserbundel und Überlagerungen

Beobachtung Eine Abbildung p X 34 induziert eine

disjunkteZerlegung X Ye p y von X in die

Fasern fly über yet
p sarjektion Jede Faser enthält mind ein Element

p injektiv höchstens

Def E 21 Ein Faserbändel bestehtaus einer sarjaktiven stetigen
Abbildung p E B die Bündelprojektion und

einem top Raum F die Faser sodass es ja jedem beB
eine offene Umgebung UEB von b und einen

Homomorphismus 4 pt 4 5 Ux F gibt sodass
das Diagramm ja Ux F

Ip alp
kommutiert

Lokale Trivialitätsbedingung

Ein Faserbundel heißt global trivial falls
ES

BxFjBLPrB.iBopei

EETE.N
ö ö toQ

trivial nicht
trivial

trivial nicht
trivial



Der Raum E heißt Totalraum der Raum B

heißt Basis raum des Faserbundels

Prop E 2.2 Die Bündelabbildung eines Faserbündels ist
eine offene Identifizierung
Bee Hausaufgaben D

Def E 2.3 Eine Überlagerung ist ein Faserbundel p ETB

mit diskreter Faser F

ö ö ö
öE

Notiz Die Zahl IFIE 2,2 u N heißt Blätterzahl
der Überlagerung

B Für nen ist p 01 0 01 o zu zu
einen blätfrige Überlagerung Für zerexplatie e 01 0

gilt pilz YT explai JE explail 44

0 7 0

p St S z z ist n blättrige Überlagerung



p IR 7 St En exploit ist so blälfrig
Endliche Produkte von Überlagerungen sind

Überlagerungen z.B

p P A tz En explicit explicit l
s

p S 7 RIP Ito X to X

Für X x X_ E RIP sei 0 B d A Xo O

Dann ist 4 to X xd 0 offene Umgebung
von x und 52 4 Xo X es Xo o

u Go 8 es Xo 0

also ist p eine zweiblättrige Überlagerung

Für g I gibt es eine Überlagerung p P Ig

iiii

Besonders reichhaltig ist die Überlagerung theorie
von Stu 8 Ö

9 s s

i s

r FEELi a es FEET



I 2 Hochhebungen
Sei p Y X eine Überlagerung

Ä Ö

II
Prop2.2.2 Zu jedem Weg 8 I X mit rot Xo und

jeden Punkt yo EY mit ply Xo gibt es genau
einen Weg 8 I Y mit Flo y und po F 8

Bee Eindeutigkeit Sei 8 I Y mit 8 o y
ein weiterer Weg mit F o yo und po F 8
Dann sind die Mengen

te I IIE F l und te I ÖLE F l

jeweils offen denn 8 EX hat eine offene Umgebung
KEY mit Falk Ux F

P alpen
Also ist lokal

die Ur Komponente durch die Hochhebebedingung

po F 8 bestimmt während die F Komponente
konstant bleiben muss weil F diskret ist Weil I

gohgd.at und OE tot f F folgt ICH 5L
für alle te I



Existenz Sei to jup te I J F o.to Y
FLO Yo po F 8

Esgilt to 0 Z Z to I Angenommen to 1
Sei pitch E Ux F lokale Trivialisierung um 84 EX

pülprn
Dann gibt es 0 8 to mit TIC to S t 8 s U

Sei 5 0 tis Y mit 510 y Setze f pr 18 td
Dann setzt tot E 8J 7 Y t 6 VIE f die

Hochhebung 5 nach 0 tot 83 fort Widerspruch D

HAP für Homotopien

Zx lol EY
z f p

z ist dies das Hoch

hebungsproblem für Wege
Setze Hz I X to Alz t

und sei HEdie eindeutige Hochkebung von Hzmit HELO z

Prop E Die Abbildung Ä Zx I Y zit Hit is

stetig d.h das HAP für Homotopien ist eindeutig lösbar
Bey Si zo t E Z I und sei UET eine Umgebung

von yo zo t Dann gibt es eine lokale Trivialisierung

per E V F mit einer Umgebung V von plyo
p PT und daher eine möglicherweise kleinere

offene Umgebung weh von yo mit plus w Es pl EV

Dann ist U H plus offene Umgebung von zit
und p HLU HLU Ep W HLU Weh D



Lemma I 2.3 Monodromielemma Seien 8 82 I X

Wege mit 82101 8,10 8212 8,12 und B k

die eindeutigen Hochhebungen mit ILO O yo und
sei Ä die eindeutige Hochhebung von H mit Anfanghoch

hebung 5 Dann gilt F a Fand insbesondere ICKEi

ii

Die Die Abb Ä löst das HHP

Ix o E µ

I I I

Es gilt pott O He O Klo 8 o x fürtet
Also erhalten wir I gilt ES HILO Weil

die Faser p x diskret ist ist diese Abbildung
konstant also Äolo Halo Genauso folgt IOC Hlt
Also gilt Halo Foto ILO Yo und pottz H.tk
Nach Eindeutigkeit der Vegehochhebung folgt Äste
Daher LZ HILL HOLZ 52 1 B

Sei nun p Y y X x eine punktierte Überlagerung

Notiz Tz p 214 y 1 X x ist injektro
Bee Gilt für eine Schleife 8 LI lo Y y das

Cx Yo por danngeigtdie Hochhebung H mitAnfang ey
nach dem Monodronielemma dass Cy 8 D



Def E 2.4 Die Untergruppe GIT y.li Bildt pl II X x

heißt charakteristische Untergruppe der punktierten

Überlagerung P

Wir wollen nun das Hochhebeproblem

cz.z.EE
lösen Hierfür muss notwendigerweise gelten

Bild Tlf Bild Tz poF
Bild alp Tlf Inü4 Bild glp

Ziel Finde eine Bedingung an Z unter der dieses
Kriterium auch hinreichend ist

Def E 2.5 Ein top Raum heißt lokal wegzusammenhängend
wenn in jeder Umgebung eines jeden Punktes eine
wegzusammenhängende Umgebung liegt

Dope Topologischer Kamm

Es

3 anmenhängen
nicht lokal wegzusammen
hängend

Jede Mannigfaltigkeit ist lokal wegzusammenhängend



Satz 1.2.6 Hochhabungskriterium Sei Z weggolgd und
lokal weggolgd Danngibt es zu f Z z X x

genau dann eine eindeutige AbbÄ Z z Y Yo
mit po f f wenn Bild Ralf 4 GCT y

Y Yo
f

Tz YYo

z EÄÄ x z z 4 GEÄÄ

Been Eindeutigkeit Sei F eine zweite Hochhebung
Zu ze Z wähle J I Z mit 810 zo und VII z

Dann sind f 8 und f 08 zwei Hochhebungen des Wegs
for mit Startpunkt yo Also folgt for for und
insbesondere F z f 812 f 812 f z

Existenz Zu ze Z wählen wir wie eben 8 I Z

mit KO z und 812 z Sei für I T die

eindeutige Hochhebung von for mit foto yo Wir

setzen Fcz für 2 Dies ist wohldefiniert
dann ist 8 I Z ein weiterer Weg mit Flo z

und 8 z z day ist f KF E GIT y und

deshalb ist f.lt HÄTT f f
eine Schleife wobei Frl die Wegehochhebung mit

Startpunkt fält bezeichnet Somit folgt

FF 2 FI O ForCO fü O for 2
Es gilt po Fcz pfff 2 for 2 f z und so



bleibt nur die Stetigkeit zu geigen Sei dazu ze Z

und KEY eine 0 B d A Der kleine Umgebung in
f Z dass p u

ein Homomorphismus ist Dann

gibt es eine weggshgde Umgebung von z mit
r Ep U Fixiere einen Weg 8 I Z VO zo Kfz

Für ze V wähle J I V V0 Zz 1 z Dann

ist f Lpt of 8 tot also Lz

ft If r 2 1 p Lf z EU B

Bi Si g 72 Dann ist jede Abb S 72g
nullhomotop d h homotop zu einer konstanten Abb

Weil Tz S 2 haben

wir das Diagramm
g FEIL

90

D

I 3 Klassifizierung der Überlagerungen

Sei X x weggolgd und lokal weggagd

Zieh Finde alle weggagden Überlagerungen p Ty Xx
bis auf basispunkterhaltenden Isomorphismus

IX x Xxi

ey



Wurde p Ty 28 y weggdgd GET X x

p Yayo x x GIT yo

Satz 3.2 Eindeutigkeitmatz Seien p Ti X x

und pl 44yd X x weggshgde Überlagerungen

Dann gilt
Yo Y

p p ES GIT y G Y

Bei G Ty Bild p Bild plo4 Bild pl GC

Y y

FEM IEEE

FEHE IEEE
Aus der Eindeutigkeit der Hochhebung folgt to4 idc.gs
und 40T idk yo B

Sei nun GET X x gegeben Zu xeX setze

Y 8 X 810 Xo V11 X wobei

f 8 ES 88T JE G Sei 4 ff und definiere



p Y 7 X y x für ye Tx sowie Yo Cx
Dann gilt ply Xo und p ist surjektion To do

2 Erkläre weggshgde Topologie auf Y
2 Zeige p ist Überlagerung I stetig lokal trivial
diskrete Fasern

3 Zeige GLYyo G

1 Für y 8 EY und eine offene wegzahgde
Umgebung UEX von x X sei

V14 y Ja a I u lol x

ÖE
Dies ist wohldefiniert denn falls ET EG gilt
II GET GTI EG also Cro 822

Wir erklären EY sei offen falls es für alle
y eV ein V14

y wie oben gibt mit Kay EV
Dies definiert eine Topologie denn 0 T sindoffen
Vereinigungen offener Mengen sind offen und der

Schnittzweieroffener MengenV2 V ist offen weil
für ye Ink und V14 y Ek Kh y Ek
auch Uns Un wieder eine weggolgde Umgebung
von ply enthält denn X ist lock weggolgd
Nach Konstruktion bilden die V14 y eine Ungbasis von y



Der Raum Y ist weggalgd denn für y VIET
ist I Y t I Y sm Tls E In ein

stetiger Weg von yo nach y
2 Die Abb p Y X ist stetig denn für YET
und eine weggshgde Umgebung 4 von ply gilt
p V14 y

U Wir wollen nun nachweisen dass

p Y X lokal trivial mit diskreten Fasern ist

Letzteres bedeutet dass es für alle X und

y c Xx eine offene weggshgde Ung UEX von x

gibt mit In V14 y y Für y 8 _soll
also für alle x I U mit LO al x gelten
LI_ TI_ also 828 eG

Damit das auch für G 2 erfüllt sein kann
muss man also für jedes xeX eine Umgebung MEX
von x finden können sodass jede Schleife an in U

nullhomotop in X ist Einen solchen Raum nennen

wir semilokal einfach zusammenhängend

Der Hawaiische Ohrring ist nicht
semi lokal einfach zahgd



IEEE
Der Kegel über den Hawaiischen

Ohrring ist senilokal einfach golgd
aber nicht lokal einfach golgd

Mannigfaltigkeiten sind sogar lokal einfach
Johgd

Fortan sei X semi lokal einfach jagd Dann gilt für
hinreichend kleines U dass 8nF a Cro also

825 LE G

Für so ein offenes U gilt außerdem gibt es
ze Vimy n V14 y für y y e Tr y 82,4 58

jI
h raus

dann folgt 8 8 also y y Demnach

gilt V14 y n V14 y 0 für y y Außerdem
sind alle V14 y offen und plum ist eine

stetige Bijektion und offen also ein Homöonorph

Somit erhalten wir einen Homomorphismus

pit n Y KK y
E Yay VU y E Ux

der
plp.nu in prn überführt



3 Für DIE Tz X x gilt r e G 4 y genau
dann wenn für F mit 510 yo auch 811 y

gilt Weil 512 Er ist dies äquivalent zu

83_ Cc ES r e G E r GG

Damit haben wir bewiesen

Satz 3.2 Existengsatz Sei X x weggshgd_ lokal

weggshyd und semi lokal einfach golgd Dann

gibt es zu jeder Untergruppe GET X x eine

weggshgde Überlagerung p Y y X x

mit GIT yo G

Bemerkung Wie wir bereits wissen ist diese eindeutig
bis auf punktierter Iso sie ist ebenfalls lokal

weggolgd und auch semilohal einfach golgd
durch Hochheben einer Nullhonotopie

I 4 Dechtransformationen und Galoiskorrespondenz

Def E 4.2 Sei p 4 X eine Überlagerung Eine Deck

transformation von p ist ein Homomorphismus

an 4 mit

YET



Offensichtlich bildet die Menge Dlp der Deck

transformationen eine Gruppe unter Komposition
die Dechtransformationsgruppe oder auch

Automorphismengruppe von p

Dope DER SIE 2 DLR 5 2

D Eo so 732 DIS RI EREZ

f Ef 4,01
jeweils noch ohne Beweis

Wir haben eine Wirkung Dlp AY durch

D p Y Y
4 y 41yd

Ist Y wegzahgd und lokal wegginge dann

ist diese Wirkung frei Gz X frei c

für jedes e X und jedes go
Gi 1 gilt g x

Falls es yet gibt mitUly y gilt U id laut

Eindeutigkeitsaussage des Hochlebungschriteriums

ÄH



Für jedes xp X erhalten wir durch Einschränkung
D p A Kö j Xo Seien yo y EK Nach

Eindeutigkeitssat

Y y Ty

k Ip
Xix

gibt es genau dann 40 Dlp mit Uly Ya
wenn G Y y Gl Y y Sei 5 I 4 mit

Flo y und T I ya Setze sie pot
und erhalte

514 y E FLY

Tcp Ta p

Kalt to ÄT X x

Somit gilt G Y y 83 GIT yo 83 d.h

y liegt in der Dlp Bahn von yo genau dann
wenn 8 im Normalisator von GCT y liegt

set E 4.2 Sei G eine Gruppe und HSG eine Untergruppe

Dann ist

Ny Ni ge G g Hg H

der Normalisator von H in G

Def 43 Eine Untergruppe HSG heißt normal oder
Normalteiler falls NI G Notation HH G



H IN G Nah ist maximal
Bsf 2 G 4 G mit dieserEigenschaft
Ist G abelsch so ist jedes HSG normal
Für jeden Körper K gilt Shu K 4 GL k
Die Untergruppe id 2,2 S3 ist nicht normal
id 2,2 3 2,3 2 1 4 53

LemmaE 4.4 Für einen Hom U G H gilt her 44 G
Ber Sei g eher 4 und ge G Dann gilt Uljgog
Ulg 2.41g 2 d h g tg.ge her 4 D

Notiz Bild 4 EH ist i A nur eine Untergruppe

Für HSG bezeichne Git glt ge G die

Menge der Linksnebenklassen von H Es ist G H

i IG HI der Index von H in G Falls HSG giltglt Hg also

lg.tt gatt galt g It galg.lt tt gzgztt
d h die Multiplikation in G induziert eine
wohldefinierte Gruppenstruktur auf GIA und die

Gruppe Gilt heißt Faktorgruppe oder Quotienten

gruppe von G nach H

Sat1 4.5 Homomorphiesatz Sei 4 G H ein Hom Dann

ist 5 Ghana im 4 glare bulg ein

wohldefinierter Isomorphismus
Bei Wohldefiniert Für geehrte giltUlgg g 41g leg
Homomorphismus klar weil 4 ein Horn ist Injektiv
älgler 4 3 Ulg 2 g eher 4 gkerU kerle



Satt4.6 Sei p Y y X x eine weggshgde und

lokal weggolgde Überlagerung und G G Y y
Zu 83 Nä sei Ugg ED p die eindeutige
Dechtrafo mit Ucr yo FCI Dann definiert

Na Dlp Er Ucr

einen Homomorphismus und dieser induziert einen Iso

Nora p

Des Esgilt Ucallengly fca F 2 Eg

jeans I ß 2 Ucaap Yo
Mit der Eindeutigkeit aussage des Hochhebungskrit

folgt Unser lag Maß Der Homomorphismus

ist surjektiv denn für ne D p sei 5 I Y
510 Yo ICH Ulyo und rien por dann gilt
8 ENG und U lars Außerdem gilt
Karg id es 5 2 yo es 8 G d h G

ist der Kern des Homomorphismus D

Satz II 4.7 Für eine weggshgde und lokal weggolgd
Überlagerung p 4 X sind äquivalent
i Für jedes EX ist Dlp 14 transitiv

dt für je zwei Punkte ya y EK gibt es
ne Dlp mit Uly y oder äquivalent
die Fasern 4 sind die Bahnen von Dlp AT



Iii Für jedes yet gilt Glyys Tz X ply
Bei Wie bereits gesehen gibt es ke Dlp mit
Ulyo y genau dann wenn für 8 I Y Flo yo
FCI Ya gilt po JIE NECKG Ky A

Def E 4.8 Eine solche Überlagerung heißt regulär
oder normal oder galoisch

Korollar E 4.5 Für eine reguläre Überlagerung
p LT y x x gilt
i Dlp ERHÄLT
ii II 1 Tz X x G Y y

Iii Y Dlp
E X B

Bi
s s s

na
z sab

regulär Dlp E 2 2 regulär Dlp ER regulär DlpEE

i Ä
IEEEb

nicht regulär Dlp 2 regulärDlp Eis regulär DUSED
E ris rts erst
ER 4 2 2 1s E 5



Satz E 4.20 Es gilt Ta 5 2 2

Bee Für die Überlagerung p R O 57,2
t explicit gilt G R O 1 41181
also Tals 2 E Dlp Es ist aber

T 2 Dlp
n Ist n

ein Isomorphismus das T ist
ein Homomorphismus klar

injektiv Aus x x n folgt n O

surjektro Sei de Dlp also pol p d.h

exp 2464 exp Ti und daher
X al a e 2 Aber R s 2 tiny x KK

ist stetig also konstant Dahergibt es ne mit
U x x an also T n U D

Jetzt ist also bewiesen dass 5 T für n 1

Def II 4.22 Eine weggshgde und lokal weggshgde
Überlagerung p Y X heißt universell wenn Y

einfach zusammenhängend ist

Bogen R S S2 IR I z
R K Klinsche Flasche

Rx I M Möbiusband 00

S RIP



Sprechweise Wir sagen ein top Raum X sei

gut zusammenhängend wenn er weggolgd lokal

weggolgd und semi lokal einfach jagd ist

Korollar I 4.22 Sei X gutzahgd Xo X Dann gibt es
bis auf punktierten Joo genau eine universelle

überlagerung 7 F X x

Warum universell
Seien Y y X x und Y y 3 X x

weggstgde Überlagerungen eines gut zahgden
Raumes X x Angenommen G Y y SG Y y

f Tac

Ya Ya x

Prop I 4.13 Die Abb f Tz y Y y ist eine

Überlagerung und diese ist genau dann regulär
wenn G Ya Ya I G 42 y
Bar Weil Tz Y y EGLI y ist der zweite
Teil der Aussage bereits bewiesen
Zu Tz p I G 42,42 4 514 y gehört eine

Überlagerung p 43 y 42 y

iii



Sei g die Hochhebung von f entlang p und 4 die

Hochhebung von prop entlang pa Dann gilt
pig oh f oh p und

Pao ho g prop g pro f pa
Also ist g oh eine Hochhebung von p entlang p
und hog pa Pz
Aus der Eindeutigkeit der Hochhebung folgt goh id

und hog id Demnach identifiziert derHomomorphismush die Abb f mit ps d h f ist
eine Überlagerung D

Gilt also GLY y K G Y y gibt es ein
kommutatives Dreieck von Überlagerungen

421
Tun

y

Für den Spezialfall G X X 2 ergibt sich

Satyr4.24 Universelle Überlagerung Sei X x gutzahgd
Dann überlagert F ä regulär in eindeutiger Weise

jede andere weggshgde Überlagerung Y y und

X x

cxtx.FM B



Insbesondere erhält man jede weggshgde Überlagerung
Y y als Ä Ähm y

F E ELK mit

GIF E Tz X x E D F E x x

Fünen
gut gahgden Raum X x besteht

eine Galoiskorrespondeng zwischen dem gerichteten
System der Untergruppen von Tz X x und dem

gerichteten System der punktierten weggolgden
Überlagerungen von X die den Index in die Blätter

zahl und genau die Normalfiler in normale

Überlagerungen überführt Der ganzen Untergruppe
TIX Xo entspricht die triviale der trivialen

Untergruppeentspricht die universelle Überlagerung

Boge 2 X x 53

id s

an ja Iiifiäisilia ein.us
is Index

Fixreg reg reg
3 reg

Kari x a x Hä Heizung 4
nichtig Ägäis res

3

Blätterzahl



Weil 5 9 RIP für uns 2 zweiblättrig universell ist

folgt zudem Tz RP E D p
2 22

Jenna E 4.25 Es gibt RIP Xo 5013 id

Beg Si U D So 3 die Abb die re D

auf die Drehung mit Achse Rr und Winkel II E
abbildet Rechte Hand Regel Diese ist sarjektiv und
induziert wegen Glut al r für ve s eine stetige
BijektionÜ KP SO 3 Weil MP kompakt und 5013
Hausdorffsch ist ist 5 ein Homomorphismus B

Es folgt somit Tia 50131 id E Rize was sich
durch den Gürteltrick illustrieren lässt



 

I Einführung in die Kategorientheorie

E In Kategorien
Viele mathematische Konzepte g B Produkte Xx 4

werden formal völlig gleich eingeführt egal ob es

sich um Gruppen Vektorräume top Räume etc handelt
Finde abstrakte Def die diese Spezialfälle liefert
Zur Definition von Xx 4 muss aber vorgegeben
sein dass X und Y zwei Jastangen Objekte
desselben Typs Kategorie sind

Def I 2.2 Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse von

Objekten Ob e und einer Klasse von Morphismen
oder Pfeilen Home X Y zu je zwei Objekten X Yeoble
Wir schreiben f X 4 E Homelt Y und nennen X

Quelle und 4 Ziel des Pfeils f Esgelte
Ci Zu f X T und g

4 Z gibt es einen ausgewählten

Pfeil gof X Z die Verknüpfung von f mit g
und wir haben Chog of holg f

ii zu Xe Oble gibt es idye Home X X die Identität

auf X sodass foid f für alle f X 34 und

idyog g für alle g 4

Notre Klasse statt Menge wegen logischerSchwierigkeitenMenge der Mengen



i Zu Xe Oble ist idye Home X X eindeutig Ber

idy idyoidi ich

Pfeile der Form f X X heißen Endomorphismen

Ein Pfeil f X 34 heißt Isomorphismus falls es

ein Inverses g
4 X gibt mit g f idee fog idee

Hat f ein Inverses ist dieses eindeutig Ber

g gloidy gio fog lg flog idyog g
Ist f Endomorphismus und Isomorphismus heißt f
Automorphismus

Bsf
Kategorie Objekte Morphismen Isomorphismen

Set Mengen Abbildungen Bijektionen

PETIT
Moduln R lineare Abb R sso

K Vektorräume K lineare Abb K Iso

Groupe Gruppen Gruppenhonom Grupperino
A Abelsche Gr
Top Top Räume Stetige Abb Homöomarph

Top Punkt top R Basispunktorhalterde B pkt erhalt
stetige Abb Homöom

Hot Top Räume Honotopicklener
stetiger Abb

Homotopiellanen
von Homotopieägio

ftp Punkt top R Punkt Hon.top.lk Punkt Hom top hl
basisplterh stat Abb basispeterh Homägio

Topf Paare X A Stetige Abb die Homön die sich
top R.eind.AEX Untern in Untern abbild In Homörn einschränken



Eine Kategorie ist also ich

ein gerichteter Graph mit

Schleifen und Mehrfach
kanten

assog Verknüpfung
Identitäten

Def E 2.2 Sei C eine Kategorie Dann ist die duale Kategorie
EP gegeben durch Oble Ob e und Homer X Y

Home Y X mit Komposition fog in EP gegeben
durch gof in E

E 2 Funktoren

Def Ei Ein kovarianten Funktor F C D von einer

Kat C zu einer Kat D ordnet jedem Xe Ob e

ein Objekt FA e Ob D und jeden fe Home X Y
ein Elf E Homo FA FCT zu sodass

i Flfog Elf o Ilg
Iii F id id

Ein kontravarianter Funktor F C D ist ein
havarierterFaktor von EP nach D d.h für f X Y

gilt FC f e Homo FC FH und Flfog Fly Tlf



Dope
i Zu jederKategorie C gibt es einen Identitätsfunktoride
Lid Vergissfunktoren Kat Ab Gras
Iiii Die Fundamentalgruppe definiert Tz Ep Grog
Für f X x Y y erhalten wir Tlf Talk Tally

Liv Wir haben Funktoren Tag Hot und

Tag Hot die f in f überführen

r Schongesehen der Funktor Tz faktarisiert über Hot

wi FI
I Hierbei genutzt Funktoren F C D G D E

kann man zu Go F C E komponieren

ni Abelisierung ist ein Funktor e
ab Graz A

der aus G die abelsche Gruppe G G G macht
wobei G G G von allen Kommentatoren gegagig
erzeugt wird Offensichtlich gilt G G 4 G und

f G GI E CH HI für f Gas H also erhalten

wir fab Gas Has

vie Der freie Vektorraum ist ein Falter T.se K t
und ordnet einer Menge X den Vektorraum der formalen
K linearkombinationen FCH ETxX Axe K 1 0



für fast alle xe X zu Demnach ist X EFC eine

Basis und f X 74 induziert ICH ICH ICT
durch eindeutige K lineare Fortsetzung

viii Dualisieren ist ein kontravarianter Funktor
D Kent Ki mit DLV Hon 4K
und für f V W haben wir Dlf W Stisof

Cix Fixiere einer K Vektorraum W Dann ist
a w Kt Ki ein havarierter Faktor

Für f V74 erhalten wir faider VEW KFW
mit faidu now fer er für elementare
Tensoren now e V kW

Konstruktion V KW I Yuma n Alan Mlu
Ihr Immer Almut ulan

Slogan Eine fakterielle Konstruktion muss

unabhängigvon Walden sein

E 3 Natürliche Transformationen

Sei endlich dimensionalen K Vektorraum Wahl

einer Basis Bau liefert die duale Basis
B CV definiert durch bi by Sig und bin bi
definiert einen Iso V5 V Einen Iso V5



gibt es natürlich und ohne jede Wahl

eon um v K S 861 Vorteil Für jede
K lineare Abb für w kommentiert

I w

E Ei
denn für Sew und vergilt erw fer S S flut
eur r f S f Leo v1 8 d h.eowof f

oeouDef.I.itSeien F G C D Funktoren Eine natürliche

Transformation 4 F G ordnet jeden Aeoble

derart einen Morphismus LAE Homo FCA GLA 34
dass für jeden Pfeil fe Home A B das Diagramm

FCA Ü FCB

MAL LZB

GIA GIB
in D kommutiert

Wir nennen 2A die Komponente von g bei A

Bogen i Gerade gesehen hier Jdk.ve DD C

Iii Eine Gruppe G definiert eine Kategorie G mit

genau einem Objekt und Hong Lo G mit

der Gruppenmultiplikation als Verknüpfung und ich LEG



Eine G Wirkung GAX ist nun dasselbe wie ein

Funktor F G Set Die Menge ist X FC
mit Wirkung g x Fly x 7 z

2 g 4 x g 4 X 2 2 x x

2 g Ih x g FINCH FG FLUG

FIgh x g h x

2 2 x FIL x Flid X idge x id x x

Für F G G Set ist eine nat Trafo 2 F G
eine äquivariante Abbildung denn für rex
bedeutet z

o Ilg x G g oz x gerade
2 g X g g x

Def F 3.2 Ein natürlicher Isomorphismus 4 FF G ist
eine nat Trafo deren Komponenten Iso en sind

Ehe Ist er Idi C ein nat Joa

Nein denn falls unendlich dim

Aber er ist ein nat Joo wenn man Jd und C

auf finnair betrachtet

Def E 3.3 Eine Äquivalenz von Kategorien besteht aus
Funktoren F C D und G D C sodass GoT
und Fog natürlich isomorph zu Jde und Gdp sind



Bin Cook Sub ix a
s Hausaufgaben

Sei h keine Galoiserweiterung Zw Küper un Subgenre
Z to re Gal hrk Tz id

Subacecerk Zu Körper K
H L

E 4 Adjunktion
Für einen Vergiesfunktor G D 2 stellt sich die

Frage nach der allgemeinsten und effizientesten
Konstruktion in umgekehrter Richtung
Boy tv SA Freier Vektorraum Bsp vie

AI Grog Abdisierung Bop ni

Diese Funktoren F C D sind linksadjungiert zu G

Def 4.2 Seien F C D und G D 9 Funktoren Dann

heißt F links adjungiert zu G I und F heißt rechts

adjungiert zu F falls es zu jedem
Ae Oble

und Be Ob D eine in A und B natürliche Bijektion

Homo FIA B E Honel A GIB f f
gibt

Natürlich in A Für festes BE Ob D sind

Homo FL D und Homel GIB C s Set
natürlich isomorph Hier und anderswo nehmen



wir an C und D seien lokal klein d h Hon X Y

ist tatsächlich stets eine Menge Es gilt also
für f A A in C und UE Hong FCA B dass

Ü of Ff
Natürlich in B bedeutet Für festes A c Ob e

g B B in D und Ue Homo FCA B gilt
Glg ä got

Adjunktion wegen formaler Ähnlichkeit zuHilbertraumoperatoren flu wg a fl

Bsg Freier Vektorraum F Set Ki ist

linksadjungiert zum Vergissfunktor G Kt SA

Homk.ve FIX r E Hon X Gl Um 41g

Bijektion wegen eindeutiger K linearer Fortsetzung
Natürlichkeit ergibt sich aus den obigen Formeln

Linksadjungiert zum Vergimfunktor
G Grog Set ist der Funktor Freie Gruppe
F Set Grog Für eine Menge S bestehe
FIS aus allen Wörtern z.B a'beaab Se
aus dem Alphabet S mit den offensichtlichen



Identifizierungen z D aätb b die it

Komposition durch Konkatenation Einselement ist
das leere Wort I oder e Zu einer Abb

f Sz S gibt es eine eindeutige Fortsetzung
Tlf F Sz FIS

Fl f abi b fl a fis fleife
Die Funktoreigenschaften sind klar die natürliche

Bijektion der Hom Mengen ergibt sich genauso
Für jede Gruppe H erhalten wir einen Gruppenhom

Er F GIA H

der sich auf dem Alphabet H zu id einschränkt
Dies definiert eine nat Trafen E Fog Ideas
die Koeins der Adjunktion Wir erhalten einen Zoo

ET Glühen E F H

d h jede Gruppe ist Quotient einer freien Gruppe

Def I 42 Sei S eine Menge und RE FIS Dann heißt das
Paar S R Präsentation der Gruppe G falls
GEFUHRT

wobei KRS den kleinsten Normalfeiler von FIS bezeichnet
der R enthält Notation G SIR



Vermöge ET hat jede Gruppe H eine Präsentation

Man sucht aber effiziente Präsentationen g B

Z E L a b l abäb

Beg Laut Adjunktion setzt sich am 2,0 bei CO2

zu einem sarg Hom p Ella b 22 fort und
abäs 4 her p Wir erhalten somit 5

51 tk asRZ.zpiotinj Sei also X a b a b Eher g
Dann ergibt ja 0 dass Unit IE 8 also

a
T b I I B

E 5 Lines und Kodimes

Erinnerung Suchen kategorialle Def des Produkts X T

Beobachtung Haben Projektionen

Xx Y
PE LPT
X Y

Def E 5.2 Sei C eine Kategorie und X Y e Ob e Ein Produkt
von X und Y ist ein Objekt Pe Ob e mit Pfeilen

pry P X und pry P Y die die universelle Eigenschaft
Q

Ä
erfüllen



D h zu fix Q X und fr Q 34 gibt es genau
einen Pfeil f Q P mit fx prgof und fy pry of
Notation f fx fy oder f fr fr

Produkte müssen nicht existieren aber wenn sind sie eindeutig

iii

Aus der Eindeutigkeit aussage der wir Eig folgt g f idp
Genauso fog idp Allgemeiner Unsinn

Bin In S Grau Kt me Tg Hot
ist das kategorische Produkt das gewohnte Produkt

Achtung Im Topf gut X A x T B XXT Ax B

aber manche Autoren schreiben X A Y B für
CX T K Blu Y
Produkte sind Spezialfälle von Faserprodukten

Def I 5.2 Das Faserprodukt oder Pullback des Diagramms
Y

x tz



in E besteht aus Pe Ob e und Pfeilen p P X

und pp P Y sd

p EY

I E
kommentiert und universell ist d h

ÄIE

kartesisches Quadrat

wie oben sind Faserprodukte eindeutig

Dope Ju Set gibt es immer Faserprodukte Für

YE ist P x y EX T SG Ely

und Pr pix p p pry Ip Für X Q 74 ist

f Q P ges fx g fulg
In Top wie eben mit Teilrauntop der Produkttop
Hausaufgaben Ist p E B ein Faserbündel und

f B B stetig so ist p FE B in

FE.IE
B

ein Faserbündel Funktor f Cove Cox



Sachen weitere Verallgemeinerung von Faserprodukten

Eine Kategorie heißt klein wenn die Klasse der

Objekte und die Klassen der Morphismen jeweils
Mengen bilden

Def 3 Ein Diagramm in C ist ein Funktor D I 9

aus einer kleinen Kategorie I der Indexkategorie

Bsp Ä ä A B

Sei Peoble I Es e

X W P

fis idp

Duft 5.4 Ein Kegel auf dem Diagramm D I C

besteht aus einem Objekt Peoble und einer

hat Trafo y IF D

II



Ein Kegel besteht also aus der Kegelspitze P

und Pfeilen vor der Spitze in jedes Objekt des

Diagramms sodass alle Dreiecke Kegelwände
kommutieren

Def F 5.5 Ein Limes auf oder von D I C ist ein

universeller Kegel 2 27 D für jeden weiteren

Kegel z Ip D gibt es einen eindeutigen
Pfeil f P P mit jiziof für alle ie I

P

HEIDI
Limiten sind bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig
nach allgemeinem Unsinn Notation P din D MI D

Bsp Das Produkt von X Teoble ist der Limes

des Diagramms ES X Y

Das Faserprodukt von X IZZY ist

der Limes von xii
Zu kategoriallen Begriffen erhält man duale

Begriffe durch Umkehren aller Pfeile



BA Ein Kohngel auf D I C ist eine

nat Trafo 2 D 325

A

Def E 5.6 Ein Kolines von D I C ist ein

universellerKokegel 2 D 7 I

D i Dj

Wieder ist ein Kolines bis auf eindeutigeIsomorphieeindeutig Notation D colin D bin D

Bsp Der Kodimes von
D

X Y heißt
Koprodukt von X und Y Notation X Y
Zu X Y gehören also Morphismen X XY Y

mit universeller Eigenschaft
Kjg

Notation

f fx ft



Bsp In Set ist das Koprodukt die disjunkte
Vereinigung

In Top und Hosen ist das Koprodukt von

Räumen X und Y die top Summe X Y X w Y

In Togo und Hot ist X x Y y die

Einpunktvereinigung engl wedge sun X v4

In Rio gilt MAN MON Beachte
MONE Mx N aber für unendliches I gilt i A

FIM E TIME

Lemma E 5.7 Koprodukte existieren On Graf Das Koprodukt
von G und H heißt freies Produkt Notation
G H und für G So Rat und H S IR gilt

G H LSG SHI RG IRA

Be Nachweis der universellen Eigenschaft

Ei ji

HE



Die Homomorphismen f und g sind durch ihre

Einschränkungen auf Sa und Sa bestimmt
Gmp Set Adjunktion Nach naiv Eig
des Koprodukts in Set erhalten wir So IS K

und daraus nach Grasset Adjunktion
u Flsa HSH K Da f und g

über

SG Ra bzw SH RH faktorisieren
erhalten wir ü SG SIR IRA K

und ä ist durch ülsaus eindeutig bestimmt
also durch f und g

B

Der Kolimes eines Diagramms

I II
in C heißt Kofaserprodukt oder Push out Es besteht

also aus einem Z e Oble und Pfeile X ZIT
mit universeller Eigenschaft

A T Notation A Y

j kosartesisches Quadrat



Lemma I 5.8 Pushouts existieren in Tag und sind

gegeben durch
A 4

sik
wobei die feinste Äquivalenzred auf X 4 bezeichne

für die Sla Ela für alle a et gilt
Ben Zu

zeigen A T

4 HÄ
Nach naiv Eig des Koprodukts gibt es

fxtfy X 44 Q und es gibt

fx f sla fils as fylteal Cfr fylltla
Nach mir Eig der Quotiententopologie erhalten

wir fit XII Q wie gewünscht
Ist g

X In Q ein weiterer Pfeil wie oben

fakterisiert er fxtfy über 44 also

g fxtfy nach Eind in der unier Eig der Quottop A

Ist s A an X die Inklusion eines Teilrauns

so ist 441 die Anheftung von X an Yentlang
t



IET EinEin
j

Spezialfälle

iiiEI E
Abbildung zylinder Kegel

Die Inklusion i X CX der Basis zeigt dass jeder
Raum in einen zusammenziehbaren Raum einbettet
Zudem gilt f reif dir jede stetige Abb f ist
Komposition einer Inklusion und einer Homotopieäquie

54

tf.uaCX Cf

Abbildungskegel Verbesserung von Ying
Prop E 5.9 Sei kein kompakter Raum Ist

Tom so auch

T ES KK
Ed Lg

kokartesisch
Ifaxid Lg id

XXKSYzxk.gr



Beg Nach dem letzten Jenna ist

924g
X Y Z

eine Identifizierung Nach Blatt 4 5 Aufgabe 2 ist auch

gar idk g x idk X K K KKK Zx K

eine Identifizierung Wir erhalten einen induzierten Homöor

Xx KH Y KA Ä ZX K

mit x Aa y kn falls galt g y und krk
oder äquivalent es gibt act mit fala x flaky
und ka ka Mit dem Jenna ist alles gezeigt D

Lemma I 5.10 Pushouts existieren in Groupe und sind

gegeben durch
A H

s I
G LG HIN

wobei N K s a t la t.ae A 4 G H

Ber Zu zeigen

A H

ta ta

Eia



Nach unio Eig des Koprodukts erhalten wir

f g G H Q

Weil f g
statt a fls a gltla I

erhalten wir

fig
G IN Q

Die Sind folgt wie oben aus der union Eig
der Quotientengruppe D

Für G Sz Rz und H S IR S gilt also
G HIN Sz Sz I Ra R In s a Ela a et

In Spezialfall dass s und E Inklusionen von

Untergruppen sind heißt
G HIN G AH

amalgamiertes freies Produkt von G und H

Bsf 2
6 42 4

E SCH 2



 

VI Berechnung von Fundamentalgruppen

VI 2 Das Fundamentalgruppoid
Def E 2.2 Ein Gruppeid ist eine kleine Kategorie in der

alle Pfeile Isomorphismen sind

Defekte Sei X ein top Raum Das Fundamentalgruppoid
von X ist die kleine Kategorie TI X mit Ob TCD X

und für x ye X ist

Hom x y 8 I X V10 X VIII y go.gg

mit Konkatenation als Komposition für Äy z gilt
8 8 828 und Identitäten ich Cx für

xetra

Notiz 8J 8

Honau Xo Xo Tz X Xo

Def 2.3 Eine Kategorie heißt zusammenhängend wenn

man je zwei Objekte durch Pfeile verbünden kann
AFB C D

HomIA D 0 ist erlaubt für Gruppoide folgt HonLAD 70

Notiz ICH zusammenhängend E X wegzusammenhängend



Lennartz Sei G ein nichtbeeres zahgdes Gruppoid ObG
Dann ist der Inklusionsfunktor

Ix Atg Engel G
s

g x x m g X

eine Äquivalenz von Kategorien

Bee wähle fy x y für alle ye ObG Auswahlaxion

G klein und sei dabei fx ids Definiere
R G Auf

EYE
g y zu fügoty

Esgilt Ro Ix Ideen Zudem ist f Iso R Idg
ein nat Isa denn für g y z haben wir

Ey jz 4

liegt D

Kor E 2.5 Sei X ein nichtlerer weggolgder top Raum

Dann ist der Inklusionsfunktor Tat TIC

eine Äquier von Kategorien D



VI 2 Der Satz von Seifert van Kampen

Sei Grouped die Kategorie der Gruppoide mit

Funktoren als Morphismen Wir haben Funktoren

I Grog Grouped
Tl Ton Groupie

Satz Seifert van Kamper Brown Sei ein top
Raum und O eine offene Überdeckung von X sodass

Unve 0 für alle U Ve 0 Betrachte 0 als kleine

Kategorie mit Inklusionen als Morphismen Dann definiert
die Einschränkung von IT auf 0 ein Diagramm
Tl o

O 9 Graupen und es gilt TIX colin To

Notiz Mit der Notation coburg U für Colin Ost
und Coding Fln für colin 110 besagt der Satz

TI Icolizon coding Teu

also eine Kostetigkeitseigenschaft des Funktors Tl

Bei des Satzes Offensichtlich definieren die Inklusionen
TIU 7 Tl X einen Kokegel L T 6 23g z.z

für jeden weiteren Kokegel y Tilo Ig gibt es
einen eindeutigen Funktor F T X 7 G sodass

zu Fo zu für alle UGO TWITCH
htt



Für EX wähle ne 0 mit eh und setze FG zuls
wohldefiniert für Ve 0 mit er gilt Un V EO und

TICK TUN ICH

KEE
also 2 x zur x halt Sei nun 8 EHomglay
Um Fler E Hong FG Fly zu definieren wähle ein

Lebesgue S für die offene Überdeckung Hlu neo

des Kompaktums I Wir zerteilen I in n Intervalle der

Länge 8 und finden so eine Konkatenation
8 8282 Tu

mit Bild Ti EU für ein die 0 Wir setzen
FUJI Lantern o o

zu 823

2 z Fler ist unabhängig von

Li der Unterteilung 8 82 _8 und der Wahl von Us Un
Lid der Wahl des Vertreters 8 von 8

E Wir zeigen F 83 bleibt gleich
nach Verfeinerung der Unterteilung und DÄnderung der Mü Si dazu 8 828
mit Bild r E Mo und Bild Ti Eli ist 2 Dann gilt
zu CK qual 823 zanu.lk oquanu.CC

quo 8,3 quo 8 quo re o 8 zu
quo 83



tu Betrachte r joa 8 mit H I I

r

x y
wähle ein Lebesgue S für Hlu neo

und unterteile IXI in Quadrate mit

Diameter 8 Erhalten Folge relativ homotoper Pfade

Zwei aufeinander folgende Pfade haben die Form

TAKTE und TAKTE mit 82 go.gr in einer Menge
ne 0 Es folgt
FICTATITE v o

gut 8,3
o 0gal r o

F TAKTE

Nach Konstruktion fakterisiert F den Kokegel y über
und ist eindeutig durch 4 bestimmt D

Satz.FI Seifert van kampen Gruppenversion Sei X ein

nichtbarer top Raum Xo EX und 0 eine Überdeckungdurch

offene weggshgde Mengen sd x.eu für alle UGO

und Unve 0 für alle U Ve 0 Betrachte 0 als

kleine Kategorie mit punktierten Inklusionen als

Morphismen Dann definiert die Einschränkung von Tz

auf 0 ein Diagramm Halo O Grog und es gilt
Tz X Xo Colin Tz o



Alternativ Tz coli cofijxgejlk.to
Bee Die Inklusionen definieren den Kohegeli Malo 719m
z.z i ist universell Offensichtlich ist X weggshgd also ist
I to TH eine Äquivalenz von Kategorien
Wir beweisen nur den Fall 101 N Dann wählen wir

für jedes y EX einen Pfad D Xo y innerhalb von

Kay U
O und 8 Cx Wir erhalten das Inverse von I als

R 8 y ZI Xo F y z 7 0

und genauso Ru Hlu 9 Thai für alle k 0 sd

TIN FELGE
YUI TIKI

für KEV kommentiert d h R To Twist nat Trafo
Sei nun 2 Ta o 2 ein beliebiger Kokegel Dieser

induziert die Kohegal

I II 2 go R To 2

Nach der Gruppoidversion des Satzes erhalten wir

einen eindeutigen Funktor F T X G mit

quo Ru
Fo Zu TIM Taki

Ä
Wir ergänzen das Diagramm zu



EYE
TIN FEIGE

FEI FEI
Sei nun f Tz X x G der Gruppenkam mit f FOI
Weil Rn In idee gilt zu fein für alle
ne 0 wie gewünscht Eindeutigkeit Aus dem Diagramm

Tut 72477
Für

erhalten wir go R F weil go R
den Kokegel

zo R über 2 faktorisiert und diese Faktorisierung
eindeutig durch F gegeben ist Vorschalten von I liefert

g F I L also g f B

VI 3 Beispielberechnungen von Fundamentalgruppen

Wir betrachten den einfachsten nichttrivialen Fall des

Satzes O Un Un Un 14 Xo e 42142 Dann folgt

danke to Tz U2 to

t t
Tz Uz Xo Tz X x



Bsp Sei X S mit ner 2 Wähle Xo 1,9 0

42 5 1 19 0 2 42 5 I 0 0,21
Dann gibt

U2 nun to

2

I I
Tz Siro

d h Tz 5 to 2 als Quotient von 2 2 4
Beachte für n 2 ist kann ungelgd

X 5 r s U 4 Ö
421 U2

4 2

1
2 Tals S

also Tz Stars ER ZE Fe

Induktiv Talkis e Fn

Beachte begib Da ist zweiblältrige

Überlagerung Somit b at abi S Ella b
115

F E

und E F 2



Allgemeiner Sei Fa H e Dann ist die

Überlagerung Xy von X 25 ein Graph mit

e Ecken und ein Kasten Kollabieren eines

Spannbaums zeigt HE Fm mit m ein le 2 eln 2 1

Nielsen Schreier Formel

b U E S2

Uziffy

mn

Eng Ezaibiaisit
ts Las be ag bgrI
2 7 212 1

Es folgt

Talig Laz be ag.bg Ezaib aibi

für die Flächengruppe vom Geschlecht g Genauso

KING e Las ag lai _af
Beachte Tz 2g ab

E 24

Tz Ng
e
ab ZÜGE 2 9 29

E 29 0422



Diese abelschen Gruppen sind paarweise nicht isomorph

Beweis des Klassifikationssatzes für
Flächen vollständig s Kap I D

Homöomorphieklasifizierung stimmt mit

Honotopieklassifizierung überein D

Beachte Es gibt kompakte zahgde 3 Mfhtn
M und N mit M N aber MEN Zinsenräume

Sei X der Raum der durch Ankleben eines

Möbinsbandes an einen Torus mit herausgenommener

offener Kreisscheibe entsteht

O
I EI s I D

I
E

Seien Un und Un die um einen Kragen
aufgedichten Umgebungen von M und T ID in X
Dann ergibt sich

es EisFalken 42 72142

L I
I m s en

3 E
s a

Ist abässig
Weil Tz X ab

E 20722 folgt XEN



VI 4 Kofaserungen

Def II 4.2 Eine stetige Abb o A X hat die Honotopie

erweiterungseigenschaft HEE für einen Raum Y falls

In Worten Für jede Homotopie H AKI Y und jede

Anfangsbedingung f X 4 mit f lila la 0 für
alle a et gibt es eine Erweiterung H XXI Y sodass

H x 0 f x für alle Xe X nad H lila t Hla E für
alle a et und te I

Wir fordern also nur die Existenz nicht die

Eindeutigkeitvon H

Def 42 Eine stetigeAbb o A X heißt Kofaserung
falls sie die HEE für alle Räume Y hat

Bemerkung

EE Dad Y Ä E

Ya
E Homotopie

hochhebungs

eigenschaft



Eine Abbildung p E B mit HHE für alle Y
heißt Faserung Wichtigstes Beispiel Faserbündel

Wollen zeigen Hat i A 7 X die HEE für den eigenen
Abbildungszylinder Mi so ist i eine Kofaserung
Betrachte

A A XI

oft

Ist i eine Teilraun inklusion so ist s stetige
Bijektion auf das Bild Xx o u A XI

Ist i
sogar die Inklusion eines abgeschlossenen

Teilraums so ist s ein Homomorphismus auf das
Bild also ebenfalls eine Teilrauminklusion

Mit Teil Iii folgender Proposition ist dies auch wahr
wenn i eine Kofaserung ist

Prop 4.3 Sei ö A X stetig Dann sind äquivalent
i i ist eine Kofaserung
Lii i hat die HEE für Mi
Ciii Es gibt eine Refraktion r Xx I Mi nd.ro seid



Bee i ii Trivial ii Ciii Die HEE

für Mi liefert
A Ax I

EE

Die definierenden Diagramme von r und s vereinen sich zu

A A XI

ifr.x
snti.EE

Es folgt ros idm laut Eindeutigkeit aussage
in der naiv Eig des Pushouts
iii i Sei ein Homotopierweiterungsproblem
H A I T f X Y toi toi gegeben
Erhalte

A A XI

if



Anschluss an das definierende Diagramm von r gibt
A Ax I

it oxid

iii

also ist gar eine Erweiterung von H mit Auf bed f D

Sat E 4.4 Eine Kofaserung i A X ist eine Teilraum

inklusion Ist X Hausdorffsch so ist ASX abgeschlossen

Pew Sei II X Xx F Xt G I Für die End

abbildung I A Mi der Honotopie T Axt Mi gilt
Es a Ela 2 r lila I roi oo a für a et C

Bef Es ist eine Teilrauminklusion

Bei ist stetige Bijektion auf das Bild

z.z Ist BEA abgeschlossen so auch ü B EMi
Nach Konstruktion von Mi ist j IT X AXI Mi

eine Identifizierung und Lj LT EIB B 2

ist abg in X AXI also ELB EM abg B

Anwenden von ftp.eam auf G zeigt dass

I Bild in
o r o o links invers zu i A X ist

also ist i ein Homomorphismus auf das Bild



Für den zweiten Teil des Satzes zeigt Anwenden
von s auf dass die Abbildungen so roi

und ist auf i A übereinstimmen Gilt umgekehrt
für Xe X dass so r.ci x in x folgt
x 2 E Bild s Weil die zweite Koordinate I ist

folgt x I E Bild so E Bild oxid also teilt

Somit ist
A Ix

ein Differenzkern engl Equalizer vgl Blatt 13 Aufs 1
und daher i A E X abgeschlossen wenn X Hausdorffsch

ist Blatt 3 Aufg 2 D

Fortan sehen wir also Kofaserungen als Raumpaare
X A an und können in der Regel ASX abg annehmen

Sat II 4.5 Sei X A ein Raum paar Dann sind äquivalent
Ii Das Paar X A ist eine abgeschlossene Kofaserung
Cio Esgibt eine Refraktion R XXI Xx o u Axt und ASX abg
Iiii Esgibt eine Abb u X I und eine Honotopie H X I X sd

2 u o A

K H x 0 X für alle EX

3 A la E a für alle a c A und E EI

4 H x 2 EA für alle sex mit ul L



Laut Liv ist also Arutto starker Deformation
refrakt der offenen Umgebung U ä 92

Daher nennen wir eine abg Kofaserung X A

auch ein NDR Paar

langlisch neighborhood gift

deformation refract

Bee i Lid HEE A A XI

VITO u Axt

ii i Sei H Ax Ins T f Y Ala ol flat ein

Homotopierweiterungsproblem Schongesehen A EX abg zeigt
s Mi Xx o u A XI also

A Ä A XI
haben wir das Pushout links

EE
Ypg y

Dann löst H Fo R das
HEP

ii iii Definiere H XXI X durch H pry o R

2 3 Definiere m X 7 I durch
x E It pr Rex E Dann gilt A sit o

Ist umgekehrt a x 0 gilt pry R x 10,13 EA

Weil A abg folgt pry R x o EA also utco EA



2 Sei nun w X 2 Dann gilt insbesondere
12 pr RC 1 II 3 also Rex 2 la t für
ein a EA und ein te I Damit x 2 pry RG 1

a EA d.h 4 Die Stetigkeit von u folgt
elementar
iii ii Wir definieren R XXI Xx o u Axt

Rex E Alten o

x 2 t um für
4 t

u x ht

Die Stetigkeit ist wieder elementar D

Bsg Für f X Y ist die Inklusion if X Mf

faktorisiert jeder Pfeil als

jjIETI
Henganini

Komposition f rgo if einer

Kofaserung und einer Homotopie

äquivalenz dual einer Hägenio
und einer Faserung Modellkategorien



Insbesondere ist für jeden Raum X das Paar CX K

ein NDR denn XE CX ist die Inklusion if X CX

für f X Für X S folgt dass D 5

ein NDR Paar ist

Sat I 4.6 Sei c A X eine Kofaserung und f A Y mit

Zerlegung jz
Betrachte die gerei Pushouts

A Y A Mg

III EEE
Dann gibt es eine eindeutige Homotopieägnivaleng c E z od

O

DigEF
Eiji

Ö
kommutiert



Bw Wir erhalten C wie rechts A

Mfgaus dem oberen Pushont Noch
idAYX.IEz.z c ist eine Homotopie

äquivalenz d h finde ein A

Homotopieinverses d

Abbildungen ü und jfojo formen ich
iiikeinen Kohegel auf EASY

Aber jgojoof n.io o wobei

H jgo Holigxide mit joorgiiduf
Nach der HEE für i setzt sich Hb e
mit Anfangsbedingung if zu H XXI Z fort
Sei e HI Dann gilt e oo o jtojo of
Damit induziert der Kokegel aus e und jgojo die

Abbildung d Z E Nach der Prop in F 5

finden wir die Homotopien Cod idz und do c idz
in den Pushout Diagrammen

AXE IT YXI
JOH

t.jp

Eine
Xxi zx ÄIEE



Für zwei Abbildungen X A Y hat das Pushout
von X A Mg die symmetrische Beschreibung

A III Mfi

Ela.fr
Mf

Äh
f

und Mfa f heißt doppelter Abbildungsgylinder
von fa und fr Ist

A Y

IIt

z

homotopiekommutativ d h geof geofe induzieren
g und Hla t die Abb Cs Mf 9 Z und

g und Hla 2 E die Abb 4 Mf Z Schließlich

stiften Cz und e die Vergleichsabb c Mfa f 7 Z

Ist e eine Honotopieäquivalenz heißt das Quadrat G
homotopiekokartesisch und der Kokegel X 9 ZEY

heißt Honotopie Push out

Bi Lauf letzten Satz ist ein kokartesisches Quadrat
in Top homotopiekokartesisch wenn fA 4

tat für
oder f eine Kofaserung ist denn c ist die

Vergleichsabb zur konstanten Homotopie
gzof g of



VI 5 Fundamentalgruppen von Anheffungen

Satz E 5.2 Seifert van Kampen Pushoutversion
Sei für ein Pushauf weggelgder Räume

fat IS und a EA Setze xo fz.la
SZ yo fz.la und zu galfala

Ist tz oder f eine Kofaserung so ist

Tz A ao Tz Y yo
Tz f f Talg

Tz X X
4

Tz Z za

ein Pushant von Gruppen
Bee Setze if Mfg Bild if für j 7,2

Dann ist O life if Ax 0,1 offene

Überdeckungvon Mfs f Alle vertikalen Pfeile in

1 ifz MF.fi
III

Anwenden Von Tz führt

n Entity
notopieäginaungen

den Beweis auf die
Gruppenversion zurück

4 D



Pop A

f
t eine Kofaserung folgt
µ X A AA E Tz Bildalöl

S Ag Y SatzKT5.2 i ag Tz j Tz Y e 524
ii n 2 a Eliza Itz

st

EIYsz.frI 412g Gas be ag.bgIiibiai'bi
D 5g

Umgekehrt Sei G SIR und

ni S Iss Tz Xa E G
T

Xa heißt Präsentationt t
komplex und ist ein 2 dim

RED Xo
Zellkamplex engl CW complex


