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Aufgabe 2.1 ist eine Prasenzaufgabe. Gepunktet wird mit Aufgabe 2.2; weitere Informa-
tionen auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/AngeordneteKoerper_SS24/.

Aufgabe 2.1

Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Fiir a € K bezeichne |a| dasjenige Element von K,
welches |a] > 0 und |a]? = a? erfiillt. Zeigen Sie:
(a) Fiir a,be K gelten |ab| = |a||b| und |a + b] < |a| +]b].

Zusatz. Wie erklart man eine Topologie auf K, die mit den bereits vorhandenen
Strukturen vertrdglich ist (Stichwort: topologischer Kérper)? Ist K, mittels der
»Abstandsfunktion® d(a,b) = |a - b| fiir a,b € K, sogar ein metrischer Raum?

(b) Sei f =7 apX* + X" e K[X] normiert vom Grad n, und setze

n—-1

M = max{l, Z|ak|}

k=0

Dann gilt |f(b)| > 0 fiir jedes b e K mit |b] > M.
Folglich erfiillt jede Wurzel w von f in K die Bedingung -M < w < M.

Aufgabe 2.2 (2 Punkte)

Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Bekanntlich ist dann char(K') = 0, und wir betrachten
Q als Teilkorper von K. Die Anordnung < heif3t archimedisch, falls das ,,archimedische
Prinzip® gilt: Fiir jedes a € K existiert ein n € N mit a < n. Zeigen Sie:

(a) Die Anordnung < von K ist archimedisch genau dann, wenn Q dicht in K bzgl. <
liegt, d. h., zu a,b € K mit a < b stets r € Q mit a < r < b existiert.

(b) Ist K ein Zahlkorper, d. h., hat K endlichen Grad {iber Q, so ist < archimedisch.

(c) Der Korper Q(X) ={f/g| f,g € Q[X], g # 0} aller rationalen Funktionen tiber Q
besitzt sowohl archimedische als auch nicht-archimedische Anordnungen.
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