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Aufgabe 33. (2+4+4 Punkte)

(a) Skizzieren Sie die Menge V := {
(x, y) ∈R2

∣∣ x < y < 2x, 1 < x + y < 3
}
.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung ψ : V → ψ(V ) mit ψ(x, y) := ( y
x , x + y

) ∈ R2 ein C 1-Diffeomor-
phismus ist.

(c) Berechnen Sie
∫

V
y
x dλ2(x, y).

Aufgabe 34: Maßräume, die nicht σ-endlich sind, bergen Gefahren. (10 Punkte)

Es sei X := Y := I := [0,1] und A := L (R)
∣∣

X und B :=P(Y ) und µ := λ1
∣∣
A . Wir betrachten die Maß-

räume (X ,A ,µ) und (Y ,B,ν), wobei ν das Zählmaß auf Y ist; und die Abbildung f := 1D : X ×Y →
R≥0, wobei D := {

(x, x)
∣∣ x ∈ I

}
. Beweisen Sie:

(a) f ist messbar bezüglich A ⊗B.

(b)
∫

X

∫
Y f (x, y)dν(y)dµ(x) = 1.

(c)
∫

Y

∫
X f (x, y)dµ(x)dν(y) = 0.

(d) Es gibt zwei verschiedene Maße τ0,τ1 auf A ⊗B, sodass τi (A ×B) = µ(A)ν(B) für alle A ∈ A

und B ∈B und i ∈ {0,1} gilt.

Hinweis zu (d). Definieren Sie die Maße durch Integration.

Aufgabe 35. (10 Punkte)

Es sei p ∈ [1,∞]. Geben Sie eine Borel-messbare Funktion f : [0,1] →R>0 an, sodass

∀r ∈ [
1, p

[
: f ∈L r ([0,1],R;λ1) ,

f ∉L p ([0,1],R;λ1) .

Aufgabe 36. (10 Punkte)

Beweisen Sie Satz 1.9.15: (X ,A ,µ) sei ein Maßraum mit µ(X ) <∞, und es sei f ∈ L∞(X ,R;µ). Dann
gilt

lim
p→∞

∥∥ f
∥∥

Lp (X ,R;µ) =
∥∥ f

∥∥
L∞(X ,R;µ) .

Hinweis. Betrachten Sie für ε ∈ R>0 die Menge Aε := {
x ∈ X

∣∣ ∣∣ f (x)
∣∣≥ ∥∥ f

∥∥
L∞ −ε} und zeigen Sie∥∥ f

∥∥
Lp ≥

(∥∥ f
∥∥

L∞ −ε)µ(Aε)1/p .
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