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Aufgabe 16. (7 Punkte)

Beweisen Sie, dass die Funktion f : R2 →Rmit

f (x, y) :=
{

1
x3 falls y = 3 und ein n ∈N≥1 existiert mit x = 1

n∣∣sin(x + y2)−2
∣∣ sonst

Borel-messbar ist.

Aufgabe 17. (7 Punkte)

Beweisen Sie 1.8.1 aus der Vorlesung: (X ,A ,µ) sei ein Maßraum. Für k ∈ {0,1} seien n(k) ∈ N≥1 und
ck,1, . . . ,ck,n(k) ∈ [0,∞] und Ak,1, . . . , Ak,n(k) ∈A . Wenn

∑n(0)
i=1 c0,i 1A0,i =

∑n(1)
i=1 c1,i 1A1,i , dann

n(0)∑
i=1

c0,iµ(A0,i ) =
n(1)∑
i=1

c1,iµ(A1,i ) .

Aufgabe 18. (6+8 Punkte)

(a) Für i ∈ {0,1} sei (Xi ,ρi ) ein metrischer Raum, und H [Xi ]d sei das äußere Maß auf Xi aus Aufga-
be 10. Beweisen Sie: Für jede Isometrie (d.h. bijektive isometrische Einbettung) f : (X0,ρ0) →
(X1,ρ1), jede Menge A ⊆ X0 und jedes d ∈R≥0 gilt H [X1]d ( f (A)) = H [X0]d (A).

(b) (X ,ρ) sei ein metrischer Raum, und H d sei das äußere Maß auf X aus Aufgabe 10. Für jede
Menge A ⊆ X ist die Zahl

dimH(A) := inf
{

d ∈R≥0

∣∣∣ H d (A) = 0
}

gleich sup
{
d ∈R≥0

∣∣ H d (A) =∞} ∈ [0,∞].

... weiter auf der nächsten Seite!
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Aufgabe 19. (3+3+2+4 Punkte)

A sei eine Teilmenge von R. Wir betrachten die Relation ∼A auf A, sodass genau dann x ∼A y gilt,
wenn es ein Intervall I ⊆ A mit x ∈ I und y ∈ I gibt.

(a) Zeigen Sie: ∼A ist eine Äquivalenzrelation auf A. Jede Äquivalenzklasse von ∼A ist ein Intervall.

Wir bezeichnen die Menge der ∼A-Äquivalenzklassen mit Z [A]. Für jedes beschränkte Intervall I ⊆R
mit Rand ∂I = {a,b} bezeichne m(I ) den Mittelpunkt a+b

2 von I .
Es sei δ ∈ ]

0, 1
3

]
. Wir definieren rekursiv für i ∈NMengen Cδ,i ⊆ [0,1]:

Cδ,0 := [0,1] , Cδ,i+1 :=Cδ,i

∖ ⋃
I∈Z [Cδ,i ]

]
m(I )− 1

2δ
i+1,m(I )+ 1

2δ
i+1

[
, Cδ := ⋂

i∈N
Cδ,i .

Beweisen Sie:

(b) Das Innere von Cδ in R ist leer.

(c) Cδ ist eine kompakte überabzählbare Teilmenge von [0,1].

(d) Cδ ∈B(R) und λ1(Cδ) = 1−3δ
1−2δ .
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