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Aufgabe 9. (5+ 5 Punkte)

(a) Beweisen Sie den Rest von Lemma 1.4.3: Wenn p ein PrdmalR auf einem Ring £ ist, dann gilt
1 (A) = u(A) fir jedes Ae Z.

(b) Geben Sie einen Inhalt p auf einem Ring £ an, sodass nicht u* | 2 = pgilt.

Aufgabe 10. (3 +7 + 6 Punkte)
(X, p) sei ein metrischer Raum. Es sei A <€ X. Der Durchmesser von A ist

diam, (A) := sup{p(x,y) | x,y € A} € [0,00].
Eine Uberdeckung von A ist eine Menge % < 3(X) mit A <J% . Fiir d € Rso und § € R seien
&5 :={E € P(X) | diam, (E) < 6},

HE(A) := inf{ Y (diam, (E))*
Ecu

9 < &5 ist eine abzdhlbare Uberdeckung von A} € [0,00],

HY(A) = sup{Hg(A) ’6€ R>0} € [0,00].

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes A < X gilt: HY(A) = lims_g Hg (A).
(b) Beweisen Sie, dass H: 3(X) — [0,00] ein duleres MaR auf X ist.
(c) Betrachten wir den Fall, dass (X, p) die Menge R? mit der Standardmetrik ist (siche Aufgabe 11)
und A =S8':={xeR?||x| = 1}. Zeigen Sie:
=00 fird € [0,1]
H(A) { €10,00[ fiird=1
=0 fiir d e Ry,

Aufgabe 11. (2+2+1+9 Punkte)
(Xo, dp) und (X3, d;) seien metrische Riume. Eine isometrische Einbettung f: (Xy, dy) — (X1, d;) ist
eine Abbildung f: Xy — Xj, sodass fiir alle x, y € Xy gilt: d; (f (x), f(¥)) = do(x, ).

Beweisen Sie:

(a) Jedeisometrische Einbettung ist injektiv.

(b) Geben Sie einen metrischen Raum (X, d) und eine isometrische Einbettung f: (X,d) — (X, d)
an, die nicht surjektiv ist.

(c) Jede euklidische Bewegung ist bijektiv.

(d) Fiir n € N bezeichne d die Standardmetrik auf R” (d.h., d(x, y) := |x—y| :={x—y, x—y)”z). Eine
Abbildung f: R" — R" ist genau dann eine euklidische Bewegung, wenn sie eine isometrische
Einbettung (R, d) — (R", d) ist.

Hinweis. In (d) betrachten Sie A := f — f(0). Zeigen Sie zuerst, dass immer (A(v), A(w)) = (v, w) gilt.
Folgern Sie daraus, dass A linear ist.



