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Ubungen zu Analysis III

36. (12 Punkte) Sei A eine beschrénkte Borel-Menge in R™ mit A"(A) > 0.

(a) Zeigen Sie: Die Funktionen (xy,...,2,) — z;xa(z) von R™ in R sind
integrierbar fiir y = 1,...,n. Wir schreiben:

/xdx: = (/xldx,...,/xndx) eR"”
A A A

/ rdr den Schwerpunkt von A.
A

und nennen

1
At(A)
(b) Ist S der Schwerpunkt von A und ist ¢: R" — R™ definiert durch

o(x): =a+T(x), wobei a € R" und T' € GL(n, R), so hat ¢(A) den
Schwerpunkt ¢(5).

(c) Bestimmen Sie die Schwerpunkte einer Kugel, einer Halbkugel und
eines Volltorus in R3.

37. (10 Punkte) Sei A eine beschriinkte Borel-Menge in R? mit A?(A) > 0 und
mit der Eigenschaft
r>0 firalle (r,2) € A.

Sei R die erste Koordinate des Schwerpunkts von A, und sei V' der Rotati-
onskorper

V: ={(rcost,rsint,z) | (r,z) € A,0 <t <2r} C R’
Zeigen Sie, dass V € B und dass
N(V) =21R - N?(A)
(Erste Guldinsche Regel). Welchen Rauminhalt hat also der Volltorus?

(bitte wenden!)



38. (6 Punkte) Seien p,q € R mit 1 < ¢ < p und sei (X, o7, 1) ein Mafiraum
mit p(X) < o0o. Zeigen Sie, dass ZP(X) C £ X).

30. (2+2+4 Punkte) Sei N € IN.
(a) Finden Sie eine beschrinkte diskrete unendliche Teilmenge von RY.

(b) Finden Sie eine abzihlbare Teilmenge von R, die nicht diskret ist.

(c) Zeigen Sie, dass jede diskrete Teilmenge von RY héchstens abzihlbar
ist.

40. (4 Punkte) Sei X ein metrischer Raum und (a,) eine Cauchy-Folge in X.
Zeigen Sie: Wenn (a,,) eine konvergente Teilfolge besitzt, so konvergiert die
Folge (ay,).
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