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Übungen zu Analysis III

32. (8 Punkte) Sei Sn−1 :=

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn |

n∑
i=1

x2i = 1

}
. Zeigen Sie, dass

λn(Sn−1) = 0.

33. (8 Punkte) Zeigen Sie, dass von den beiden Räumen L 1(R) und L 2(R)
keiner in dem jeweils anderen enthalten ist.

34. (12 Punkte)

(a) (Zylinderkoordinaten) Sei ϕ : [0,∞[ × [0, 2π] × R → R3 gegeben
durch

ϕ(r, t, z) : = (r cos t, r sin t, z).

Zeigen Sie: Ist f : R3 → R integrierbar, so ist die Abbildung

(r, t, z) 7→ f(ϕ(r, t, z)) · r

auf [0,∞[× [0, 2π]×R integrierbar, und es gilt:

∫
R3

f(x)dx =

∞∫
−∞

2π∫
0

∞∫
0

f(ϕ(r, t, z)) · r dr dt dz.

(bitte wenden!)
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(b) (Kugelkoordinaten) Sei Φ: [0,∞[ × [0, π] × [0, 2π] → R3 gegeben
durch

Φ(r, ϑ, ϕ) := (r sinϑ cosϕ, r sinϑ sinϕ, r cosϑ).

Zeigen Sie: Ist f : R3 → R integrierbar, so ist die Abbildung

(r, ϑ, ϕ) 7→ f(Φ(r, ϑ, ϕ)) · r2 sinϑ

auf [0,∞[× [0, π]× [0, 2π] integrierbar, und es gilt:∫
R3

f(x)dx =

∞∫
0

π∫
0

2π∫
0

f(Φ(r, ϑ, ϕ)) · r2 sinϑ dϕ dϑ dr.

35. (12 Punkte) Für t > 0 sei

F (t) : =

∞∫
0

e−tx
2

cos(x2)dx,

G(t) : =

∞∫
0

e−tx
2

sin(x2)dx.

Zeigen Sie mit der Methode aus §8, dass

F (t)2 −G(t)2 =
π

4

t

1 + t2
, 2F (t)G(t) = F (t)G(t) +G(t)F (t) =

π

4

1

1 + t2
.

Bestimmen Sie daraus F (t) und G(t) und folgern Sie

∞∫
0

cos(x2)dx =

∫ ∞
0

sin(x2)dx =

√
π

8
.

(Diese uneigentlichen Integrale heißen Fresnelsche Integrale.)
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