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Übungen zu Analysis II

9. (8 Punkte) Sei X ein metrischer Raum und seien f, g : X → R zwei stetige Abbil-
dungen.

(a) Führen Sie den Beweis von § 3, Satz 3 der Vorlesung aus, d. h. zeigen Sie: Die
Menge {x ∈ X | f(x) ≤ g(x)} ist abgeschlossen in X.

(b) Zeigen Sie: Die Menge {x ∈ X | f(x) < g(x)} ist offen in X.

10. (8 Punkte) Diese Aufgabe schließt an Aufgabe 5 an. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Ist A eine nicht-leere Teilmenge von X und definiert man f : X → R durch
f(x) := d(x,A), so ist f stetig.

(b) Sind A,B abgeschlossene, disjunkte Teilmengen von X, so gibt es offene Tei-
lengen U und V von X mit A ⊆ U , B ⊆ V und U ∩ V = ∅.

11. (6 Punkte) Sei X ein metrischer Raum, a ∈ X, r > 0. Zeigen Sie, dass B̄r(a) eine
abgeschlossene Teilmenge von X ist.

12. (12 Punkte) Wir definieren Abbildungen f1, . . . , f4 : R2 → R durch
f1(x, y) : = x,
f2(x, y) : = x2,
f3(x, y) : = x2y,
f4(x, y) : = xy(x2 − y2)
und definieren g1, . . . , g4 : R2 → R durch

gi(x, y) : =


fi(x, y)

x2 + y2
für (x, y) 6= (0, 0),

0 für (x, y) = (0, 0).
Untersuchen Sie, für welche i die Funktion gi an der Stelle (0, 0) stetig ist.

13. (6 Punkte) Sei V ein normierter Raum. Zeigen Sie: Die Abbildung f : V → R mit
f(x) := ||x|| ist stetig.
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