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Aufgabe 1: (Differenzierbarkeit, 3 Punkte)
Seien D C R offen und f: D — R sowie xg € D. Zeigen Sie, dass f genau dann in zq differenzierbar ist, wenn
ein a € R und eine Funktion r : D — R existieren mit

f(x) = f(zo) + alx — zp) + r(x) fiir alle z € D und lim (z — o) 'r(z) = 0.

Tr—rT0o

Zeigen Sie weiter, dass in diesem Fall a = f/(z0) gilt.

Aufgabe 2: (Hohere Ableitungen, 3 Punkte)
Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R, die gegeben ist durch

fa) e/ falls z >0,
€Tr) =
0, fallsz <0,

beliebig oft differenzierbar ist, wobei fiir jedes n € N ein Polynom p,, vom Grad 2n existiert, so dass fiir alle
@ >0 gilt: ) (2) = pa(3)f(@).

HinweErs: Ist D C R offen und f : D — R differenzierbar auf D sowie f' : D — R differenzierbar in zy € D,
so heifit f"(xo) := (f") (zo) die zweite Ableitung von f in xo. Ist f’ differenzierbar auf D, so erhilt man so die
zweite Ableitung f” : D — R von f. Induktiv ist so fiir n € N mit n > 2 die n-te Ableitung f™ = (f(=1DY
definiert.

HINWEIS: Sie kénnen verwenden, dass fiir jedes Polynom p : R — R gilt: lim; o, p(t)e™t = 0.

Aufgabe 3: (Kettenregel, 3+ 3 Punkte)
Berechnen Sie die (ersten) Ableitungen der Funktionen f : (0, c0) — R und g : R — R, die gegeben sind als

flz)=2% firz>0 und g(z) = cos (sin(z?)) fiir z € R.

HiNwEIS: Sind D, E C R offen und ist f : D — R differenzierbar in 29 € D mit f(D) C F sowie g: E — R
differenzierbar in f(zg), so ist g o f : D — R differenzierbar in zo mit (g o f)'(x0) = ¢'(f(x0))f' (o). Dies ist
die sog. Kettenregel.

Aufgabe 4: (Mittelwertsatz, 3+ 3 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differenzialrechnung, dass gilt:

(i) Firallez > 0ist vV1+2 <1+ 3.

(ii) Fir alle z, y e Rmit x < yist e*(y —z) < e¥ —e® < e¥(y — x).

Aufgabe 5: (Stetige Fortsetzbarkeit)
Seien a < bund f : (a, b) — R gleichmiBig stetig. Zeigen Sie, dass lim,_,,, f(z) fiir 9 € {a, b} existiert.



