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Algebra — Blatt 2

Abgabe der Losungen bis zum 23.04.2024, 12:00 Uhr in dem dafiir vorgesehenen Kasten

Bitte geben Sie Losungen zu den ersten beiden Aufgaben ab; weitere Informationen auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/Algebra_sSS24/.

Aufgabe 2.1 (8 Punkte)
Sei G eine Gruppe.

(a) Zeigen Sie: Der Schnitt N;c; H; einer nicht-leeren Familie H;, ¢ € I, von Untergruppen
von G ist stets eine Untergruppe von G.

(b) Sei X ¢ G. Die von X erzeugte Untergruppe von G ist definiert als Schnitt aller
Untergruppen, die X enthalten: (X) = N{H | H <G mit X ¢ H}.! Zeigen Sie:

(X) = {yf1y§2 ey | r e Np, sowie y; € X und e; € {1,-1} fur jedes i € {1,... ,r}}.

(c) Die Gruppe G heifst endlich erzeugt, falls es eine endliche Teilmenge X < G mit
G = (X) gibt. Finden Sie fiir die folgenden Gruppen heraus, ob diese endlich erzeugt
sind, und begriinden Sie Thre Antwort: (i) Z bzgl. +, (ii) Q bzgl. +, (iii) R, bzgl. -.

Aufgabe 2.2 (8 Punkte)

Sei n € Nyo, und betrachten Sie in G = Sym(n) die Permutationen

7=(12...n) und 7=(12).

(a) Berechnen Sie (in der Zyklenschreibweise) die Elemente 77 und 7='77 von G.
(b) Zeigen Sie, dass H = {0 € G | no =n} eine Untergruppe von G ist.

(c) Zeigen Sie, per Induktion nach n, dass 7 und 7 die Gruppe G erzeugen: G = (7, 7).

Aufgabe 2.3
Bestimmen Sie jeweils alle Untergruppen der Gruppen (a) Sym(3), (b) Vi, (¢) @s.

Zeichnen Sie die entsprechenden Hassediagramme, in denen alle Inklusionen zwischen den
Untergruppen angezeigt werden.

Aufgabe 2.4
Sei w = 1(~1+i\/3) = €2™/3 € C. Zeigen Sie, dass die Menge

O={a+bw|a,beZ}

der Fisensteinschen ganzen Zahlen als Unterring von C einen kommutativen Ring mit 1
bildet. Zeichnen Sie ein Bild von O in der komplexen Ebene. Ist O ein Divisionsring?

st X = {x1,..., 2} endlich, wird iiblicherweise (z1,...,z,,) anstelle von ({x1,...,z,, }) geschrieben.

S.1/1



