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Probeklausur zur Algebra

Bearbeitungszeit: 2 Stunden

Als Hilfsmittel ist ein beidseitig selbst handbeschriebenes DIN-A4-Blatt erlaubt. Weitere Hilfsmittel wie Skripte, No-
tizen, Taschenrechner, Telefone oder Biicher sind nicht gestattet.

Bitte lesen Sie die Aufgaben sorgfiltig.

Schreiben Sie bitte leserlich und verwenden Sie keinen Bleistift. Wenn Sie Nebenrechnungen machen, die nicht korrigiert
werden sollen, machen Sie dies bitte kenntlich (z. B. indem Sie sie durchstreichen).

Wenn der Platz fiir die Losung einer Aufgabe nicht ausreicht, kénnen Sie auf der Riickseite und auf dem leeren Papier
am Ende des Klausurbogens weiterschreiben; machen Sie dann deutlich, was zu welcher Aufgabe gehort. (Sie konnen
die Riickseiten und das leere Papier natiirlich auch als Schmierpapier verwenden.) ;

Alle Antworten sind zu begriinden (wenn nicht anders angegeben). Sie diirfen bei Begriindungen und Beweisen Resultate
aus der Vorlesung verwenden (wenn nicht anders angegeben).




Aufgabe 1 (1+2+3+4 Punkte):
(i) Wie lautet der Satz von Lagrange (aus der Gruppentheorie)?

(i) Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Lagrange den Index der Untergruppe ((12)) von Ss.

\ (iii) Sei G eine Gruppe und seien H und K Untergrﬁpp,en von G mit K C H. Rechnen Sie nach,
[G: H|[H: K] erfiillt ist.

(iv) Folgern Sie den Satz von Lagrange aus der Bahnenformel fiir eine geeignete Gruppenwirkung.

S,

dass die Gleichung [G: K] =

Zur Erinnerung: Ist G eine endliche Gruppe welche auf einer endlichen Menge X wirkt und sind
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., Gz, die Bahnen dieser Gruppenwirkung, so sagt die Bahnenformel, dass

Py em]i= Z[G:’Stabg(mi)]
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Aufgabe 2 (142+3+4 Punkte)'

(i) Sei G eine Gruppe und sei X eine Menge. Uniter Welchen Bedingungen nennt man eine Abbildung
- A: G x X — X eine Gruppenwirkung?

(i) Fiir welche a,b € {1,2,3} ist \: Z/2Z x {1,2,3} — {1,2,3} gegeben durch Ao = idx und
A1(1) =2, 1(2) = a und A\;(3) = b eine Gruppenwirkung?

(iii) Wir betrachten die iibliche Permutationswirkung von S, auf der Menge {1,...,n}. Zu welcher
Thnen bekannten Gruppe ist die Stablhsatoruntergluppe eines festen Elementes k& € {1,...,n}
isomorph?

(iv) Seien A: G x X = X und pu: G XY — Y Gruppenwirkungen, wobei p transitiv ist. Sei zudem
f: X =Y eine Abbildung mit f(A\y(z)) = pe(f(x)) fir alle g € G und x € X. Zeigen Sie, dass
die Urbilder f~(y) und f~1(y) fiir je zwei y,y' € Y die gleichen Kardinalitdten besitzen und
folgern Sie, dass |Y| ein Teiler von | X| ist, falls X und Y endliche Mengen sind.

- Zur Erinnerung: Eine Gruppenwirkung G X X — X heifit transitiv, falls Gz = X fiir jedes Element
z € X ist.

()
Nalx): = N 0% N ?}’_L\l r\‘\.).,\,\\— L 6?!\&)\
o) .

° .\,\( VRSN 6 BN IR ER RS

' A E ) Gl e
T (xy = (D ,\.‘.\(_X\ \:J a\ L 4‘-)0)‘ (2 (_/ ‘\)\ »*
kYL et )
6B
A R RGO A BRI = AR
A BN
8 & g (M EERE R (W) sz (0% (_3\\ SRl
s N
{hs 23 50
e —
EAR)
(W) .
\Gii= e Sy \‘«W‘“\“ K\\ SHLA
\(3-\"'\”5, ((f\.\ = L (\\
i . )\ 3 !U\/ (W7
5 (i ‘;‘,x Regd b \“‘d"-') rrmvx\ oo dd
(.IJ\ (& . Dc&\(f $N'\u)\

" P G a €
(e ‘:)‘M\)‘dd_ 9)

Vo A
I/\ \i-\v'\}:*\\\/ ) 6 & 6\)

o EAP S
- " (y)
{ () ) ¢

« A
o f

g ’i}“t}'\‘\‘\\‘\b\ ( X {‘A(L)\' ANA m {‘(*\ :") ~
s c.:.;mm\hr\‘ Ase 1PN = V22 (YN A (-

o £(gx) @ 3((*’\ =0

3 g
'Lw{»\(ﬂv\\\V I

% dleber VLS
{V"‘(&)‘\‘ LJ—L)—»\ AN T

-~ ')‘h (25
Wt yu' € <L Seni)

"«.'\5]\ z-; \(_A‘llj‘\

AR LR
[\ = Okt o AR
z(\’r‘(

~) ()

NUTR YR
: TS :}L;LL\

soowes e BN 4op



Aufgabe 3 (1424344 Punkte):
(i) Definieren Sie, was es fiir einen Ring bedeutet, nullteilerfrei zu sein.
(ii) Rechnen Sie nach, dass der Ring Z[z]/(2?) nicht nullteilerfrei ist.

(iii) Sei R ein Ring, welcher nicht nullteilerfrei ist. Zeigen Sie, dass es keinen injektiven Ringhomo-
morphismus R — K geben kann, wobei K ein Korper ist.

(iv) Seien R und S zwei Ringe. Unter welchen Bedingungen an R und S ist das Produkt R X9
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Aufgabe 4 (1424344 Punkte):
(i) Definieren Sie den Grad einer Korpererweiterung.
(ii) Welchen Grad hat die Kérpererweiterung Q C Q(4)?
(iii) Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K mit Grad [L: K| = p fiir eine Primzahl p. Sei
zudem a € L\ K. Zeigen Sie, dass a°,...,aP! eine K-Basis von L ist.

(iv) Sei K C L eine Korpererweiterung. Zeigén Sie, dass ein Element a € L* algebraisch {iber K ist
genau dann, wenn sich ¢ als K-Linearkombination von a-Potenzen schreiben ldsst.
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Aufgabe 5 (142+3+4 Punkte):
(i) Geben Sie die zueinander inversen Abbildungen der Galois-Korrespondenz an.

(i) Sei K C L eine Galois-Erweiterung mit Galoisgruppe Gal(L/K) = (Z/2Z)?. Wie viele echte
Zwischenkorper besitzt die Korpererweiterung K C L?

(iii) Sei K C L eine Kérpererweiterung und E unnd E’ zwei Zwischenkorper, welche Galois-Erweiterungen
von K sind. Zeigen Sie, dass dann auch £ N E' eine Galois-Erweiterung von K ist.

(iv) Sei K ein Korper und sei f € K|[z] ein irreduzibles Polynom mit Zerféllungskorper L. Angenom-
men, die Galoisgruppe Gal(L/K) ist abelsch. Zeigen Sie, dass L = K(a) fiir jede Nullstelle a von
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