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Schriftliche Priifung zu Algebra — Aufgaben
(PO 2014: Erste Klausur / PO 2008: Klausur)

Bearbeitungszeit: 2 Stunden

Als Hilfsmittel ist ein beidseitig selbst handbeschﬁebenes DIN-A4-Blatt erlaubt. Weitere Hilfsmittel wie Skripte, No-
tizen, Taschenrechner, Telefone oder Biicher sind nicht gestattet. Bitte lassen Sie dergleichen in Ihrer Tasche, und
schalten Sie elektronische Geréate aus. '

Bitte lesen Sie die Aufgaben sorgfaltig.

Schreiben Sie bitte leserlich und verwenden Sie keinen Bleistift. Wenn Sie Nebenrechnungen machen, die nicht korrigiert
werden sollen, machen Sie dies bitte kenntlich (z. B. indem Sie sie durchstreichen).

Alle Antworten sind zu begriinden (wenn nicht anders angegeben). Wenn nach Definitionen gefragt wird, diirfen Sie
andere Begriffe verwenden ohne diese zu definieren (wenn nicht anders angegeben).

Sie diirfen bei Begriindungen und Beweisen Resultate aus der Vorlesung verwenden (wenn nicht anders angegeben).

Fiillen Sie dieses Deckblatt erst auf Aufforderung aus.
Lassen Sie die Klausur bis dahin geschlossen liegen.

Wenn Sie zum Ausfiillen aufgefordert werden: Schreiben Sie bitte DEUTLICH LESBAR in Druckbuchstaben.

Name: Vorname:

Matrikel-Nr: Studienfach: Fachsemester:

Hiermit bestétige ich, dass ich zu dieser schriftlichen Priifung zugelassen bin, da ich
[ die Zulassung im SS 22 erworben habe

O (fiir Mathematiker inkl. Finanzmathematik:) an einer schriftlichen Priifung zu Algebra bei

im WS / PR YR teilgenommen, aber nicht bestanden habe.

O (fiir andere Ficher:) die Zulassung zur Priifung im WS /SS ___ erworben habe.

Unterschrift

Hiermit bestétige ich, dass ich mich momentan nicht in einem Urlaubssemester befinde und damit berechtigt
bin, eine Priifung abzulegen.

Unterschrift
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Aufgabe 1 (1424344 Punkte):
(a) Definieren Sie, wann eine Gruppe G von ay,...,a, € G erzeugt ist.
(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine nicht-zyklisch'e' abelsche Gruppe der Ordnung 4 an.
(c) Ist Z/6Z x Z/AZ isomorph zu Z/127 x Z/27.?
(d) Fur welche nicht-negativen ganzen Zahlen n gibt esl\ genau eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n?
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Aufgabe 2 (142-+3+4 Punkte): _ :
(a) Definieren Sie, was die Zykelzerlegung eines Elements der symmetrischen Gruppe Sy, ist.

(b) Sei o € Sg gegeben durch
13, 2+ 5, 34, 41, 5 2, 61— 6

Geben Sie die Zykelzerlegung von o an. :
(c) Sei o € Ss ein Zykel der Linge k. Fiir welche k liegt o in Ag?

(d) Sei o € S und sei ¢ die Anzahl der Zykel in der Zykelzerlegung von o. Wir nelimen an, dass o keine Fixpunkte
hat, d. h. dass kein n € {1,...,6} existiert mit o(n) = n. Zeigen Sie, dass o genau dann in Ag enthalten ist, wenn

¢ gerade ist.
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Aufgabe 3 (1+2+3+4 Punkte):
(a) Sei (R,+) eine abelsche Gruppe und sei -:
@) a-(bc)=(a-b)c
(i) a-(b+c)=a-b+a-c

(i) (a+d)-c=a-c+b-c
fiir alle a, b, c € R erfiillt sind. Welche Bedmgungen fehlen, damit R ein Ring ist? (In der gesamten Aufgabe sind -

R X R — R eine weitere Verkniifung, sodass

Ringe immer kommutativ und mit 1.)

(b) Die Menge R2*2 der reellen (2 x 2)-Matrizen erfiillt (i)- (iii) ‘was Sie nicht nachweisen miissen. Uberpriifen Sie,
welche der restlichen Bedingungen an einen Rin erfullt 3 b Rangdiont

qu..\ W

(c) Sei R ein Ring und sei a € R. Rechnen Sie'nach, dass (-1)- a = —a ist.
(d) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Zeigen Sie, dass die maximalen Ideale von K|[z] genau die Haupt-

ideale der Form (z — a) mit a € K sind.
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Aufgabe 4 (1424344 Punkte):

Sei K C L eine endliche Korpererweiterung.
(a) Sei F ein Zwischenkorper von K C L. In welchem Zusammenhang stehen die Grade [L : K], [L : F] und [F ST
(b) Seien F' und F’ Zwischenkérper von K C L mit [F': K] =3, [L: F] =6 und [L : F'] = 9. Bestimmen Sie [F" : K].

(c) Seien F und F' Zwischenkérper von K C L so, dass [F : K] und [F' : K] teilerfremd sind. Zeigen Sie, dass
FNF =K ist.

(d) Seien a,b € L, sei m = [K(a) : K] und sei n = [K(b) : K]. Zeigen Sie, dass, wenn m und n teilerfremd sind, der
Grad [K (a,b) : K] durch das Produkt mn gegeben ist. .
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Aufgabe 5 (1424344 Punkte):
Sei K C L eine Korpererweiterung mit Automorphismengruppe G = Aut(L/K).
(a) Definieren Sie den Fixkérper Fix(H) einer Untergruppe H von G.

(b) Wir betrachten nun K = Q, L = C und H = {id,0} C G, wobel o: C = C die komplexe Konjugatlon ist.
Bestimmen Sie Fix(H).

Von nun an sei K C L endlich und galoissch.

“(c) Sei p eine Primzahl, welche die Ordnung von G teilt. Seien zudem m und 7 positive ganze Zahlen so, dass
|G| = p" - m und m nicht durch p teilbar ist. Zeigen Sie, dass ein Zwischenkérper K C F' C L mit [F : K] =
existiert.

(d) Seien Hy und H, Untergruppen von G. Zeigen Sie, dass Fix(H; N Hy) der kleinste Unterkc'jrper von L ist, welcher
Fix(H1) und Fix(Hj) enthilt.
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