Kapitel 3: Lineare Algebra

Funktionen, mit denen Wirtschaftsvorginge modelliert werden, héngen im Allgemeinen
von von vielen Variablen oder Parametern ab. Okonomische Zusammenhénge bzw. Re-
striktionen bzw. Zielvorstellungen werden daher meistens beschrieben durch Gleichungen
bzw. Ungleichungen bzw. Optimierungsaufgaben fiir Funktionen f(zq,...,2z,) von meh-
reren reellen Veranderlichen xy,...,2, .

In der Linearen Algebra befassen wir uns nur mit den (abgesehen von Konstanten) ein-
fachsten Funkticnen von mehreren Verénderlichen, den sog. linearen Funktionen. [Hese
haben die Form

Nz, 2o, .., Zn) = @11 + Qa2 + ...+ Ay,

mit gegebenen reellen Zahlen ay,a:,...,a,, den Koeffizienten der linearen Funktion. Ge-
nauer nennt man Funkticnen dieser Form homogen lineare Funktion, wobei die Ho-
mogenitét die Eigenschaft bezeichnet, dass man einen gemeinsamen Faktor r € R aller
Argumente z; “herausziehen” kann, £(rz;, r2g, ..., r2y) = r-f(21, 23, .., 2,) . Auch Funk-
tionen der allgemeineren Form f(2,...,2,) = a1zy + ... + 8,2, + b, die sich von einer
homogen linearen Fanktion nur durch eine Konstante & € R unterscheiden, werden als
lineare Funktionen bezeichnet oder als affin lineare Funktion, wenn man hervorheben
will, dass die allgemeinere Form mit einer nicht unbedingt verschwindenden Konstanten
b € R zugelassen ist.

Es wird oft gesagt, lineare Funktionen seien soiche, in denen “alle Variablen nur in der
ersten Potenz auftreten”, aber das ist nicht korrekt: Auch bei der Funktion f(zy,zs) ==
2y - oy treten die Variablen 2; und z; nur in der ersten Potenz auf (keine Quadrate der
z; ete.), aber sie ist nicht in der Form ajzy + agas + b darstellbar mit reellen Konstanten
a1, Gz, b, also eine nichtlineare Funktion! Produkte der Variablen diirfen eben auch nicht
auftreten und ebensowenig nichtlineare Funktionen wie %, Inx;, sinz;, z3*,

Lineare Funktionen sind also sehr speziell — zu speziell fiir die mathematische Beschrei-
bung vieler tkonomischer Zusammenhénge, die eben hiufig nichtlinear sind, d.h. nicht
durch lineare Funktionen mathernatisch zu beschreiben. Dennoch ist Lineare Algebra
wichtig: Erstens gibt es eben doch viele konkrete skonomische Problemstellungen, die mit
linearen Funktionen mathematisch modelliert und mit Linearer Algebra geldst werden
kérmen. Zweitens ist die Lineare Algebra eine unverzichtbare Vorstufe fiir die Analysis
von differenzierbaren Funktionen von mehreren Veriinderlichen. Dort approximiert man
nédmlich allgemeine nichtlineare Funktionen durch lineare, um mit Hilfe von Kenntnissen
aus der linearen Situation Aussagen iiber die nichtlinearen Probleme zu erhalten. Das
geht natirlich nur, wenn man schon iitber Kenntnisse aus der Linearen Algebra verfiigt.
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3.1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

DEFINITIONEN und TERMINOLOGIE (Lineare Gleichungssysteme):

1) Eine lineare Gleichung fiir n reelle Unbekannte z1,z;,..., 2, ist eine Gleichung
der Form #(xq,zs, ..., 2,) = b mit einer homogen linearen Funktion £, lautet also ausge-
schrieben

a1, +agme + ..+ apry, = b oder Z a;r; = b,
=1

wobel die sog. Koeffizienten aq,az, ... ,a, der linearen Gleichung gegebene reelle Zah-
len sind und ebenso die rechte Seite b der Gleichung eine gegebene reelle Zahl ist. Im
Fall b = 0 spricht man von einer homogenen linearen Gleichung, im Fall & # O
nennt man die Gleichung inhomogen; die rechte Seite b wird daher auch die Inhomo-
genitit der linearen Gleichung genannt. Gesucht sind hier die Werte der Unbekannten
Ti, %2, ..., L, €R, fir welche die Gleichung erfiillt ist. Eine Losung der Gleichung ist
also eine n-gliedrige Folge von reellen Zahlen zy,2s,...,2,, wofir man (zy,24,...,2,)
schreibt und Lsungs—-n-tupel sagt, und die Ldsungsmenge der linearen Gleichung
ist die Menge all ihrer Lésungs-n-tupel, wozu man auch aligemeine Lisung sagt.

2) Allgemein nennt man eine n-gliedrige Folge (21,...,2,) von Elementen zi,..., 2,
aus einer Grundmenge ein n-tupel (bzw. ein Paar, Tripel, Quadrupel, ... , wenn
n = 2,3,4,...) und die z; seine Komponenten, Glieder oder Eintrige. Die Kom-
ponenten des n-tupels miissen dabei nicht unbedingt paarweise verschieden sein, son-
dern Ubereinstimmungen zwischen Gliedern sind erlaubt. Ein n-tupel ist dadurch be-
stimmt, dass man fir jede seiner n Positionen (man stellt sich Plétze vor, die ven 1
bis n nummeriert sind) festlegt, welcher Eintrag auf dieser Position vorgenommen wird.
Dabei kommt es nicht nur auf die eingetragenen Elemente an, sondern auch auf die Po-
sitionen, an denen sie stehen. Zwei Tupel sind also dann und nur dann gleich, wenn sie
erstens dieselbe Anzahl n von Gliedern haben und zweitens dieselben Eintrdge an den-
selben Positionen, (z1,...,2.) = (31,...,yn) <= 2; = y; fir alle j € {1,...,n}, und
sie sind verschieden, wenn sie an mindestens einer Position verschiedene Glieder haben,

Paar (1, 2) verschieden vom Paar {2,1), obwohl beide 2-tupel die Eintrige 1 und 2 haben
{aber an verschiedenen Positionent), und (1,2) # (1,2, 2) gilt schon deswegen, weil diese
beiden Tupel nicht dieselbe Zah! von Gliedern haben.

Die Menge aller n-tupel (x4, ..., z,) von reellen Zahlen heifit der n~dimensionale reelle
Zahlenraum und wird notiert

R* = {(zy,...,2,) cz; e Rfir j=1...n}.

Dieser Raum R™ ist die Grundmenge, in der wir die Losungen einer linearen Gleichung
fir n reelle Unbekannte (oder eines linearen Gleichungssystems fiir n Unbekannte, s.u.)
suchen; die Losungsmenge ist eine Teilmenge von R™.

3) Wenn man es mit mehreren Unbekannten zu tun hat, so meist auch mit mehreren
Gleichungen. Man muss dann nicht nur die Unbekannten, sondern auch die Gleichungen
nummerieren. Dies bedeutet bei mehreren linearen Gleichungen — unvermeidlicherweise
—, dass wir es mit doppelt nummerierten Koeffizienten a;; € R zu tun bekommen: Das
erste Subskript “4” gibt die Nummer der Gleichung an, das zweite Subskript “5” die
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Positior des Koeffizienten in dieser Gleichung, also die Nummer der Unbekannten z;, vor
der er steht. Konkret ist also ass der Koeflizient vor x5 in der dritten linearen Gleichung.
(Wenn Verwechselungsgefahr mit einer zweizifirigen Nummer 35 als Index besteht, so
schreibt man besser as;.) Entsprechend sind auch die rechten Seiten der einzelnen Glei-
chungen zu nummerieren; b; ist also die Inhomogenitat der i-ten Gleichung. Ist mehr als
eine Gleichung gegeben, so spricht man von einem Gleichungssystem, ansonsten ist
die Terminoclogie wie bei einer Gleichung. Wenn wir im Folgenden Gleichungssysteme be-
trachten, so ist der Fall einer einzigen Gleichung aber immer eingeschlossen (obwohl er
kein “echtes” System darstellt).

Ein lineares Gleichungssystem, genauer gesagt ein System von m linearen Glei-
chungen fiir n reelle Unbekannte, hat aiso die Gestalt

G1i2; + QT .o AT, = b i ;
CiiTs = O
o1 + Qs + ..o+ Gondn = by Z L :
(LGS) _ e oder =1

’ fir ¢=1...m.
Gl Z1 + QmaXs +... L b’m

Die Formelbezeichnung “(LGS)” fir dieses Lineare Gleichungs-System haben wir verge-
ben, weil wir daranf oft Bezug nehmen werden. Hier ist m die Anzahl der Gleichungen
und n die Anzahl der Unbekannten z;. Die reellen Zahlen a;; heiBen die Koeffizienten
des linearen Gleichungssystems und die Zahlen &; seine rechten Seiten. Das lineare Glei-
chungssystem heifit homogen, wenn alle rechten Seiten Null sind, b = 0, by = 0,...,
b, = 05 andernfalls ist es inhomogen. Das m-tupel (by,... by} € R™ der rechten Sei-
ten der m Gleichungen heifit die Inomogenitit des Gleichungssystems oder auch seine
rechte Seite.

Ein n-tupel (x4, 25,...,2,) € R” von reellen Zahlen heifit cine Losung des Gleichungs-
systems (LGS), wenn bei Emsetzen der Werte von z;, 29, ..., , fiir die Unbekannten in
(LGS) alle m Gleichungen simultan erfiillt sind, und die Menge dieser Lésungs-n-tupel
bildet die Losungsmenge [ C R” des linearen Gleichungssystems, auch seine allgemei-
ne Lésung genannt. [Me Losungsmenge kann, wie wir sehen werden, leer sein, d.h. es
gibt gar keine Losung, weil Gleichungen des Systems im Widerspruch zueinander stehen
oder weil schon eine einzelne Gleichung unerfiillbar ist. Gibt es keine Lésung, so heift
das Gleichungssystem inkonsistent. Ist es konsistent, so gibt es entweder genau eine
Losung oder gleich unendlich viele — dies ist eine Erkenntnis der Linearen Algebra.

4) Lineare Gleichungssysteme sind, wie gesagt, die einfachsten Gleichungssysteme fiir
mehrere Unbekannte. Die scheinbare Kompliziertheit eines Gleichungssystems wie (LGS)
rihrt nicht von einer inneren Komplexitat her, sondern nur von der Tatsache, dass wir,
wenn wir eine beliebige Zahl m von linearen Gleichungen fiir eine beliebige Zahl n von
Unbekannten betrachten wollen, gezwungen sind, die Unbekannten zu nummerieren und
die Koeffizienten a;; der Gleichungen sogar mit zwei Nummern zu indizieren. Hierbei ist
wichtig:

o Der erste Koeffizientenindex gibt die Nummer der Gleichung an, alse der Zeile im
Gleichungssystem, der zweite die Nummer der Spalte, also der Unbekannten, vor
der er als Faktor steht. ‘

Diese Konvention tiber die Nummerierung behalten wir immer bei! (In der Literatur gibt
es gelegentlich auch andere Konventionen.)
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Dabei werden die Zeilen natiirlich von oben nach unten gezahit und die Spalten von links
nach rechts. Die Buchstabensymbole fiir die “laufenden Nummern” sind ohne Belang.
Stast unserer Waht “47 fiir die Zeilenmummern und “j” fiir die Spaltennummern kann
man genau so gut “k” und “I” wihlen oder irgendwelche anderen Buchstabensymbo-
le; schlieBlich ist 37, apz, = by fir k = 1...m genau dasselbe Gleichungssystem wie

o Gy = b fir ¢ = 1...m, weil beide Systeme zu gleichen Zeilen- und Spaltennum-
mern dieselben Koeffizienten und rechten Seiten haben.

Bei tibersichtlichen konkreten linearen Gleichungssystemen werden die Koeflizienten ein-
fach als reelle Zahlen 2, —1,3.75,4, /e, log5,... chne angefiigte Nummern aufgeschrie-
ben. Die Zuordnung der Nummern ergibt sich dann aus der Position im Gleichungssystem,
an der ein Koeffizient steht. Die Nummerierung ist aber unvermeidlich, wenn man eine
allgemeine Theorie linearer Gleichungssysteme entwickeln will. Und die Anwendung und
Beibehaltung eines konsistenten Nummerierungssystems ist dabei unerlésslich; denn wenn
man schon Zeilen- und Spaltennummern verwechselt, so wird man bei der Ausfilhrung und

Anwendung einer solchen Theorie nicht weit kommen!

5) Bei einer kleinen Zahl von Unbekannten unterscheidet man diese oft durch Wahl
verschiedener Buchstabensymbole. Zum Beispiel schreibt man z,y oder u, v bei zwei Un-
bekannten, z,v, 2 oder u,v,w bei drei, w,z,y,2 bei vier und u,v,w,z,y bei fiinf Un-
bekannten, statt diese in der Form zy,...,z, (oder y1,..., ¥, oder us,...,u, ctc.} zu
nummerieren mit der jeweiligen Anzahl n der Unbekannten. So ist

2z — gy =0
¥y + dz =1

ein lineares System von zwel linearen Gleichungen fiir drei Unbekannte x, , z. Bei linearen
Gleichungssystemen in einem tkonomischen Kontext verwendet man fiir die Unbekann-
ten, die Koeffizienten und die rechten Seiten natiirlich die Buchstabensymbole, die zur
Bezeichnung der entsprechenden 6konomischen Gréfien iiblich sind. Dabei kann es durch-
aus vorkommen, dass die Koeffizienten mit z;; oder die rechten Seiten mit x; notiert
werden und die Unbekannten ;. Fiir die Theorie ist es niitzlich, die Notation zu fixieren
und durchgéingig beizubehalten; fiir die Anwendungen aber ist es natirlich besser, sich
an die von der Anwenderseite vorgegebene Notation zu halten, so dass aus der Bezeich-
nung der Variablen gleich auch ihre dkonomische Bedeutung hervorgeht. Bevor man an
die mathematische Diskussion eines vorgelegten linearen Gleichungssystems herangehen
kann, ist jedenfalls Folgendes zu gewahrleisten:

o FEs muss klar sein, was die Unbekannten sind und wieviele Unbekannte man hat,
wieviele Gleichungen es gibt und was die Koeffizienten und die rechten Seiten dieser
Gleichungen sind!

Noch einige Bemerkungen zur Koeffizientennotation: Koeffizienten mit Wert 1 oder —1
werden iiblicherweise nicht aufgeschrieben; man schreibt also ... 4z; ... statt ...+ 1z;...
bzw. ... —x;... statt ...+ (=1)z;.... Ist dagegen ein Koeffizient Null, so wird der
entsprechende Summand auf der linken Seite der linearen Gleichung ganz weggelassen.

o Bei Unbekannten, die in einer linearen Gleichung nicht explizit auftreten, ist der
zugehdrige Koeffizient O ;

o bei Unbekannten, die in einer linearen Gleichung ohne Koeffizienten auftrelen, ist
der Koeffizient 1 (bzw. —1, wenn statt “4” das Vorzeichen “=" vorausgeht).
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Ein Subtraktionsterm . ..—az; . .. in einer linearen Gleichung ist natiirtich zu lesen als .. .+
(—a)z;...; der Koeffizient vor z; in dieser Gleichung ist also —a. Die drei Koeffizienten
in der oberen der beiden linearen (Gleichungen des oben schon aufgeschriebenen Systems
2r — =
y + 3z =1

sind somit {in der Reihenfolge von links nach rechts) 2, —1,0 und die Koeffizienten der
zweiten linearen Gleichung sind 0, 1, 3. (Es wére ein krasser Fehler, als Koeffizienten von y
in der ersten oder zweiten Gleichung die Zah! 0 anzugeben, weil ja vor y “kein Koeffizient
vorhanden ist”!)

Spitzfindige kdnnen nun einwenden, dass dieses Gleichungssystem auch eines fiir vier
Unbekannte w, z,4, z sein koénnte, wobei der Koeffizient vor der Unbekannten w in jeder
Gleichung Null ist. Das ist formal richtig; jedoch treten bei sinnvollen konkreten Problem-
stellungen Gleichungssysteme nicht auf, in denen alle Koeffizienten zu einer Unbekannten
Null sind. Im Ubrigen ergibt sich aus dem Kontext, was die Unbekannten sind. |

FRAGEN: Die grundlegenden Fragen, deren Beantwortung man von einer guten Theorie
iiber Gleichungssysteme (einer bestimmten Form, z.B. linear) verlangen wird, sind:

o Existenz: (bt es (mindestens) eine Lisung?
o Eindeutigkeit: Gibt es (wenn dberhaupt) genau eine Lisung, oder mehrere?

e Beschreibung der allgemeinen Losung: Ldft sich die Lisungsgesamtheit, wenn
es mehrere Ldsungen gibt, einfach beschreiben?

e Berechnung: Wie kann man die Lisungen konkret berechnen bzw. die Nichtexi-
stenz von Lisungen rechnerisch feststellen?

Mit “Lésung” ist hier natiirlich, wenn es sich um ein Gleichungssystem fiir n Unbekannte
handelt, stets ein Ldsungs-n-tupel (z1,..:, z,) gemeint. Wir werden sehen, dass fiir linea-
re (ileichungssysteme alle vier Fragen in sehr befriedigender Weise beantworte: werden
kénnen. Fiir homogene lineare Gleichungssysteme bemerken wir vorab, dass die Existenz-
frage immer positiv zu beantworten ist; denn wenn alle rechten seiten Null sind, so kann
man einfach alle Unbekannten Null setzen und hat dann offenbar eine Losung. Diese heifit
die Null-Ldsung oder, weil sie uninteressant ist, die triviale Lésung des homogenen
linearen Gleichungssystems. |

Fir allgemeine (nichtlineare) Gleichungssysteme ist die Lage dagegen sehr viel schiech-
ter: Zu den ersten drei Fragen gibt es, selbst wenn man die Struktur der zugelassenen
Gleichungen stark einschrénkt, kaum befriedigende Antworten, und diese erfordern unter
Umsténden extrem hohen mathematischen Aufwand. (Wenn man 2.B. Systeme quadra-
tischer Gleichungen oder algebraischer Gleichungen betrachtet, d.h. die linke Seite jeder
Gleichung ist eine Linearkombination von Potenzprodukten der Unbekannten mit nicht-
negativen ganzen Exponenten, so ist die sog. Algebraische Geometrie zustdndig; das ist
eine sehr anspruchsvolle und umfangreiche mathematische Theorie, die weit iiber das
hinausgeht, was man in einem Mathematikstudium mit anschlieBendem Promotionsstu-
dium lernen kann.) Und die Berechnung der Losungen von allgemeinen (nichtlinearen)
Gleichungssystemen ist meist nur niaherungsweise moglich mit Verfahren der numerischen
Mathematik, die oft auf einer Approximation mit einem linearen Gleichungssystem und
auf den effektiven Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme beruhen.
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Bevor wir uns der allgemeinen Theorie linearer Gleichungssysteme zuwenden, betrachten
wir, um einen ersten Eindruck davon zu bekommen, was man erwarten kann, einige

BEISPIELE (lineare Gleichungssysteme mit kleinem m oder n):

1) m = 1, n = 1: Hier haben wir es mit eéner linearen Gleichung fiir eine reelle Unbe-
kannte z zu tun,
ar =b.

Die einzige Losung ist x = £ wenn der Koeffizient a # 0 ist. Das ist der “Normalfall”.
Wenn wir aber ganz genau sind, so milssen wir auch noch den (zugegebenermafien nicht
sehr sinnvollen) “Ausnahmefall” @ = 0 betrachten: Dann sind entweder alle z € R Lésun-
gen, nimlich wenn auch die rechte Seite b = 0 ist, oder es gibt gar keine Lisung, ndmlich
wenn b # 0. Mehr gibt es hier nicht zu sagen.

2) m > 1, n = 1: Hier handelt es sich um mehrere lineare Gleichungen fir eine reelle

Unbekannte
amxr = by

QT = b, .

Das ist natiirlich keine sehr sinnvolle Aufgabenstellung: Die erste Gleichung legt ja die
Unbekannte « schon fest (wenn a; # 0 ist), und wir kdénnen nicht erwarten, dass die
Lésung = = by /ay der ersten Gleichung auch noch eine der anderen Gleichungen a;z = b;
lost. Genauer gesagt ist letzteres genan dann der Fall, wenn b; = (a;/a1)b; ist, d.h. wenn
man die i-te Gleichung aus der ersten erhilt, indem man jede Seite mit dem Faktor a;/a,
multipliziert. “Normalerweise” wird das nicht der Fall sein; wenn man z.B. die Keeffizien-
ten a; und / oder die rechten Seiten &; zufallig wihlt, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir
gleich Null. Im “Normaifall”, d.h. wenn nicht alle Cleichungen Vielfache einundderselben
Gleichung sind, gibt es also fir dieses Gleichungssystem keine Losung.

Der “Ausnahmefall” liegt vor, wenn alle m Gleichungen Vielfache derselben Gleichung
sind. Ist mindestens ein Koeffizient a; nicht Null, so kann man, nétigenfalls nach Vertau-
schung der ersten mit der i-ten Gleichung, a; # 0 annehmen. Dann ist x = by /a; die
eindeutige Losung des Gleichungssystems. Sind aber alle a; gleich Null, so gibt es entwe-
der keine Losung, ndmlich wenn nicht alle b; Null sind, oder alle 2 € R sind Lisungen,
namhich wenn auch alle b; Null sind. '

3) m=1,n> 1: Dies ist der Fall einer linearen Gleichung fiir mehrere Unbekannte,
0131 + GeZe + ...+ apTy, = b

Die Lésung ist einfach: Ist ein Koeffizient a; # 0 — das ist hier der “Normalfall” —, so
kann man die Unbekannten z, mit Nummern k # j beliebig als reelle Zahlen r; (sog.
Parameter) vorgeben und dann z; eindeutig aus der Gleichung bestimmen, so dass

Ty — Ty ..y X1 & Ty,
e L
Tr; = E;(b—alri T QT — ATy —an'r’n_l),
Tiv1 = Tjy oo Tn = Ty

ein Losungs-n-tupel ist. I “Normalfall” gibt es also eine unendliche Schar von Lédsungen,
namlich fiir jede Wahl der Parameter r;,...,7, 1 genau eine.
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Da man n—1 Parameter in der Losung frei wihlen kann, ist die Losungsmenge in einem
gewissen Sinne (n—1)-dimenstonal (ein (n—1}-dimensionaler affiner Unterraum von R"
in der Fachsprache, d.h. eine Gerade fiir n—1 = 1, eine Ebene fir n—1 = 2 usw.).

Im “Ausnahmefall”, in dem alle Koeffizienten a; Null sind, gibt es entweder gar keine
Losung, ndmlich wenn die rechte Seite b £ 0 ist, oder alle n-tupel (21,...,2,) € R" sind
Losungen, namlich wenn b= 0 ist.

4) m =2, n = 2: Dies ist der einfachste Fall eines “echten” linearen Gleichungssystems,
némlich eines Systems von zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte. Nennen wir die Unbe-
kannten z,y, die Koeflizienten a, b, ¢, d und die rechten Seiten r, s, so lautet es

) {azzi%byjr
cx + dy = 3.

Umn eine Unbekannte zu eliminieren, multiplizieren wir die abere Gleichung von (1) mit d
(d.h. beide Seiten werden mit d multipliziert) und die untere Gleichung mit b:

dax + dby = dr

= (2

bex + bdy = bs |
und wenn wir hier die untere von der oberen Gleichung subtrahieren {d.h. die linke untere
von der linken cberen Seite und die rechie untere von der rechten oberen Seite), so ergibt
sich folgende lineare Gleichung, in der nur noch die Unbekannte z vorkommt:

— (3) (ad — bc)z = dr — bs .

Wenn nun ad — be # 0 ist, so kénnen wir aus der linearen Gleichung (3} die erste Unbe-
kannte eindeutig berechnen zu 2 = £ Setzen wir diesen Wert fiir z in die obere oder
untere Gleichung des urspriinglichen Systems (1) ein, so ergibt sich (weil b £ 0 oder d # 0
ist, wenn ad — bc # 0) eine eindeutig 18sbare lineare Gleichung fur die zweite Unbekannte

mit dem Ergebnis y = 2=,

Die Logik bei dieser Herleitung war folgende: Wenn das System (1) erfiillt ist, so auch
das System (2) und die Gleichung (3), alsc miissen dann z und ¥y die angegebenen Werte
haben. Damit ist zwar noch nicht gesagt, dass diese Werte von = und y wirkliche eine
Losung des urspriinglichen Systems (1) liefern, aber durch Einsetzen in die Gleichungen
von (1) tiberzeugt man sich davon, dass dies tatsichlich der Fall ist. Wir haben also
folgendes Ergebnis: '

Ist die sog. Determinante ad —be des linearen Gleichungssystems (1) iﬁ:?@j i;
von Null verschieden (das ist der “Normalfall”), so besitzt das Gleichungssystem die
dr — bs as —cr
» d 'tl L" — d o s
eindeutige Lsung R un y=—

Die Zahl ad — be heifit .die Determinante des Gleichungssystems mit den Koeffizienten
a,b, ¢, d, weil sie bestimint (determiniert), ob der Fall einer eindeutigen Ldsung vorliegt
oder nicht. Ist némlich ad — be = 0, so kann man iiberlegen, dass das Gleichungssystem
entweder gar keine oder unendlich viele Losungen hat.
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Das geht wie folgt: Sind alle vier Koeffizienten a, b, ¢, d gleich Null, so hat (1) offenbar gar
keine Lésung, wenn r # 0 oder s # 0 ist, und (1) hat alle Paare (z,y) € R? als Losung,
wenn r = s = (). Ist aber ad -~ bc = 0 und einer der Koeffizienten # 0, etwa a # 0, so
entsteht die linke Seite der unteren Gleichung aus der der oberen durch Multiplikation
mit £, weil ja d = £b ist. Daher gelten beide Gleichungen simultan, genau wenn die erste
gilt und wenn auch s = &r ist. Das System hat also in diesem Fall entweder gar keine
Losung, némlich wenn s # £r, oder es ist dquivalent zu einer einzigen linearen Gleichung
az+by = r, welche unendlich viele Losungen y € R beliebig, z = L(r—by) , besitzt. Villig
analog schlieBt man, wenn b # 0 oder ¢ # 0 oder d # 0 ist, dass dann entweder keine
Losung von (1} existiert, oder dass es unendlich viele Lésungen (z,y) gibt, bei denen
man z oder y beliebig als reellen Parameter wihlen kann. Wir fassen diese Diskassion
Zusammen:

ar -+ by=r

cx+dy=s
gleich Null (das ist der “Ausnahmefoll”), so besitzt dus Gleichungssystem entweder:

Ist aber die Determinante ad — be des linearen Gleichungssystems (1) {

e keine Losung, wenn ndmlich mindestens ein Koeffizient # 0 ist, aber keine der
beiden Gleichungen Vielfaches der anderen ist, oder wenn alle Koeffizienten = 0
sind, aber nicht beide rechten Seifen r, s; oder:

e cine einparametrige Losungsmenge, wenn ndmlich mindestens ein Koeffizient
# {) ist und eine der beiden Gleichungen Vielfaches der anderen {(man kann dann
in der Lisung (x,y) den Wert von x oder von y beliebig vorgeben und die jeweils
andere Unbekannte eindeutig berechnen); oder: :

e alle (xz,y) € R? als Ldsungen, wenn ndmlich alle Koeffizienten und auch beide
rechte Seiten = O sind. 2

Die Systeme von zwei linearen Gleichungen fiir zwei Unbekannte haben wir deswegen
so ausfithrlich unter Beachtung aller méglichen auftretenden Fille besprochen, weil das
Ergebnis schon in gewisser Weise typisch fiir die allgemeine Situation von m linearen Glei-
chungen fiir n Unbekannte ist. Ganz allgemein bestehen n&mlich, wie wir sehen werden,
die Alternativen: Es gibt entweder genau eine Ldsung, oder gar keine Ldsung, oder eine
Schar von unendlich vielen Losungen, wobei einige der Unbekannten als beliebige Para-
meter wahlbar sind und die anderen dann durch die Gleichungen des Systems eindeutig
festgelegt sind. Und im Fall m = n, also bei ebensc vielen Gleichungen wie Unbekannten,
ist die Existenz genau einer Losung der “Normalfall”, der sich, wenn er nicht von vorne-
herein vorliegt, nach beliebig kleinen zufilligen Anderungen der Koeffizienten einstellt.

Um beliebig grofe lineare Gleichungssysteme tibersichtlich behandeln zu kénnen, ist eine
abkiirzende Schreibweise nétig, in der nur noch die relevanten Parameter des Gleichungs-
systems, also die Koeffizienten und die rechten Seiten, notiert werden. Da die Koeffizienten
als Zahlenschema in rechteckiger Anordnung erscheinen, wie es auch sonst in der Mathe-
matik und in der Okonomie in vielfaltigen Zusammenhéngen auftritt, hat man fiir solche
rechteckig angeordneten Zahlensysterne eine eigene Begriffsbildung eingefiihrt; man nennt
sie “Matrizen”. Die einschlédgige Terminologie hierzu beschreiben wir als Néchstes:
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DEFINITIONEN und TERMINOLOGIE (Mairizen):

1) Eine Matrix A vom Format (m,n), kurz auch m X n-Matrix genannt (lies:
“m-Kreuz-n—-Matrix”), ist ein System von Zahlen (oder Elementen einer Grundmenge)
a;;, genannt die Eintrige der Matrix, die nummeriert sind durch Paare von Zahlen
i€ {l,...,m}und j e {l,...,n}. Es wird als Zahlenschema in rechteckiger Anordnung
wie folgt notiert:

aix Q12 413 e A1n

g1 Go2 Gz < )

A = (Gg)icigm1gjen = | Ga1 Ga2 o fian
G5 : +— i-te Zeile

Gmi  Omo - [ -

L j-te Spalte

Dabei heiit m die Zeilenzahl und n die Spaltenzahl der Matrix. Sind beide Zahlen
gleich, m = n, so spricht man von einer quadratischen Matrix. Den ersten zur Num-
merierung der Eintréige verwendeten Index (hier “¢”) nennt man den Zeilenindex und
{1,...,m} seinen Laufbereich, den zweiten (hier “j”) nennt man den Spaltenindex und
{1,...,n} seinen Laufbereich. Die Wahl der Buchstabensymbole zur Bezeichnung der Ma-
trixindizes ist dabei irrelevant, und die Laufbereiche werden oft nicht angegeben, wenn
sie aus dem Kontext hervorgehen; man schreibt dann also einfach (a;;) fiir die Matrix
(mit Klammern, um sie von einem einzelnen Eintrag a;; zu unterscheiden). Fine Matrix
ist bestimmt durch ihr Format {m,n) und durch die Festlegung ihrer Eintrige a,; fiir alle
“Positicnen” (4, 7) zu diesem Format, d.h. fiir alle Paare von Indizes ¢ und j mit 1 <i <m
und 1 <7 <n.

e Jwei Matrizen sind gleich, genau wenn sie dasselbe Format haben wund wenn ihre
Fintrdge fir alle Positionen zu diesem Format dbereinstimmen.

Das heifit also (Gi5)1<i<m; 1<52n = (bri)i<iep, 1<i<q rZENAU Wenl M = P, 1 = g und a;; = by,
fir alle 4 € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Die Menge aller m X n-Matrizen mit
reellen Eintrégen begzeichnen wir mit R™*". Die m X n-Matrix mit lauter Nulleintrigen
heifit m X n-Nullmatrix 0.

2) Eine einzeilige Matrix (m = 1} bzw. eine einspaltige Matrix (n = 1) bezeichnet man

auch als
ay

. a
Zeilenvektor (a; ap ... a,) bzw. Spaltenvektor
U
und, um das Format mit anzugeben, genauer als n-gliedrigen Zeilenvektor bzw. Spalten-
vektor mit m Eintragen / Komponenten oder shnlich. Dabei wird in der Notation jeweils

ein Matrixindex unterdriickt (der sowieso nur den Wert 1 annehmen kann). Sind alle
Eintrége Null, so sprechen wir vom Nullvektor G.

113
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Wir treffen folgende Vereinbarung:

Gy

2
o Spaltenvektoren | werden identifiziert mit m-tupeln (a1, az,...,0y) .

O

Das ist nicht nur aus typographischen Griinden zweckm#fig, weil wir dann eine “horizon-
tale” Notation fiir Spaltenvektoren haben, sondern es hat auch mathematische Griinde.
m-~tupel sind per Definition m-gliedrige Folgen, deren Glieder mit den Zahlen von 1 bis
m mummeriert (gedacht) sind, und diese Begriffsbildung hingt nicht davon ab, welche
Notation man dafiir verwendet: Zeilen chne Abtrennung der m Glieder mit Kommas, Zei-
len mit Abtrennung der Glieder durch Kommas (unsere Standard-Notation fiir m-tupel},
oder Spalten mit Anordnung der Glieder tibereinander. Iin Zusammenhang mit linearen
Gleichungssystemen zeigt es sich aber, dass es natiirlicher ist, das m-tupel (by,...,by)
der rechten Seiten als m-gliedrige Spalte zu schreiben (die rechten Seiten erscheinen
in dem Gleichungssystem sowieso iibereinander angeordnet) und ebenso die Lasungen
x == (T, ..., Zy) als n-gliedrige Spalten. Dagegen erscheinen die Koeflizienten in einer li-
nearen Gleichung fiir n Unbekannte von vorneherein als n-gliedrige Zeile, und es ist nicht
sinnvoll, diese mit der entsprechenden Spalte zu identifizieren, weil das darauf hinausliefe,
die Rolle der Keeffizienten und der Unbekannten in einer linearen Gleichung zu vertau-
schen. Wir unterscheiden also Zeilenvektoren (a; as ... a,) von den entsprechenden
“Spaltenvektoren” (ay, as, ..., dy), deren Eintrige wir durch Kommas abtrennen. (In der
mathemagtischen Fachsprache bilden die n-gliedrigen Spaltenvektoren den n-dimensionalen
Zahlenraum R™, die n-gliedrigen Zeilenvektoren aber den sog. Dualraum R™ dazu.)

Eine andere Moglichkeit der Unterscheidung von Zeilen- und Spaltenvektoren in der No-
tation ist das Symbol a' fiir den Zeilenvektor, der dieselben Eintrage hat wie ein Spalten-

~vektor a, d.h. el = (a1 @z ... an) ist ein Code dafiir, dass a der Spaltenvektor mit den
Eintragen aj, as, ..., a, ist. Das Superskript T steht fiir Transposition; aligemein bezeich-
net man fir eine Matrix A vom Format (m,n) mit AT die sog. transponierte Matrix
zu A, das ist die Matrix vom Format (n,m), deren Spalten die Zeilen von A sind und
deren Zeilen folglich auch die Spalten von A sind. Anschaulich gesprochen erhalt man AT
durch Spiegelung der Matrix A an der Diagonalen, die von der ersten Position links oben
im Winkel von 45 Grad nach rechts unten fithrt.

3) Im Zusammenhang mit einem linearen Gleichungssystem von m Gleichungen fir »
Unbekannte

Q2121 + Qoo +... 4+ Gopi, = bo

(LGS)
amlécl + Qs ..o+ Gpnln m by,
nennt man die m x n—Matrix mit den Koeffizienten als Eintrigen die
a1y 1z ... Qg
gy Ggz ... (2

Koeffizientenmatrix A=

Ayt Qe oo v Uy
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und den aus den rechten Seiten gebildeten Spaltenvektor die

Inhomogenitat oder rechte Seite b= :
ben
des Gleichungssystems. Fiir das gesamte lineare Gleichungssystem {LGS) schreiben wir

dann einfach symbolisch
Ar =15,

was spater {nach Einfilhrung der Multipiikation von Matrizen) noch seine Rechtfertigung
erhalt, hier aber einfach nur als Abkirzung fir (LGS) zu verstehen ist. Fligen wir der
Koeflizientenmatrix A als (n-+1)-te Spalte die Inhomogenitét b an, so erhalten wir eine
Matrix (A|b) vom Format {m,n+1), die alle Parameter enthélt, welche das lineare Glei-
chungssystem bestimmen, die sogenannte

al @12 .. Qg b1

. . . Qo1 Ggz ... Qo | bo
erweiterte Koeflizientenmatrix (Alb) =

Om1 Om2 .- Gmp bm

des linearen Gleichungssystems (LGS}, Der vertikale Strich vor der letzten Spalte hebt
hervor, dass diese Spalte (die rechte Seite) eine andere Funktion hat als die anderen Spal-
ten (Koeflizientenspalten), kann aber auch weggelassen werden. Eine andere Form, in der
die erweiterte Koeffizientenmatrix oft notiert wird, ist das sog.

I Ty Tn

411 Qiz ... G, | by
Tableau Gp1  Qoz ... Qo | Do

Al Gmy .. Opp bm

des Gleichungssystems. Dabei sind die Buchstabensymbole fiir die Unbekannten iiber die
entsprechenden Spalten der Koeffizientenmatrix geschrieben. Das ist nicht nétig, wenn
die Unbekannten ebensc nummeriert sind wie die Spalten, aber es ist zweckmiiflig, wenn
die Unbekannten z,v,...,2 nicht nummeriert sind, und unbedingt notwendig, wenn die
Nummerierung oder Reihenfolge der Unbekannten gedndert wird. Die itber den Koeffizien-
tenspalten stehende Symbole der Unbekannten zeigen dann an, mit welchen Koeffizienten
die jeweiligen Unbekannten in den linearen Gleichungen zu multiplizieren sind. Mathe-
matisch gesehen ist das Tableau eines linearen Gleichungssystems nichts anderes als seize
erweiterte Koeffizientenmatrix. Nur die Notation ist verindert, nicht die darin enthal-
tene Information. Insbesondere sind beim Tableau die manchmal unpraktischen grofen
“Matrixklammern” weggelassen. ' B



116 Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftier

BEISPIELE (Matrizen in der Okonomie):

In dkonomischem Kontext treten Matrizen meistens als sog. Verflechtungsmatrizen
auf, die einen durch Zahlenangaben quantifizierten Zusammenhang zwischen zwei Arten
(oder auch derselben Art) von 8konomischen Gréfen darstellen. Die Grofien der ersten Art
entsprechen dabei z.B. den Zeilen, die der zweiten Art den Spalten der Matrix, und der
Eintrag a;; in Position (4, j) (i-te Zeile und j-te Spalte) gibt die quantitative Beziehung
zwischen der i-ten Grofe erster Art und der j-ten Grofe zweiter Art an. Wenn wir die
m Grofen erster Art durch @,@, e symbolisieren und die n Groflen zweiter Art
durch ,, e ,, so kimnen wir die Zusammenhiinge tabellarisch so darstellen:

@ iz Giz ... Oip
@ gy oy ... Oop

@ Q1 Cmy v Ump

Das ist nichts anderes als die m x n—Matrix mit den Eintrdgen a;; , wobel lediglich an die
Zeilen und Spalten noch Symbole geschrieben sind, die an die 6koncmische Bedeutung der
Eintrige erinnern. Alternativ kann man die Beziehungen durch einen bewerteten Graphen
darstellen, in dem die Gréfen als “Knoten” dargestellt und durch “Kanten” von @ nach
verbunden sind, welche durch die Anschrift der Zahlen a;; “bewertet” werden.

Diese Darsteilung wird allerdings recht untibersichtlich, wenn man viele Knoten hat. Da-
her lasst man Verbindungskanten mit der Zahl 0 als Bewertung weg. Handelt es sich um
Beziehungen zwischen Grofien derselben Art @, @} JAm), so kann man diese auch
durch einen bewerteten und gerichteten Graphen (in der Okonomie auch “Gozinto-
graph”_genannt) darstellen, in dem die Knoten die GriBen @ sind und ein Pfeil von

nach mit einer angeschrieben Zahl {das ist die “Bewertung”) dem Eintrag dieser Zahl
in die Zeile ¢ und Spalte j der Verflechtungsmatrix entspricht. Pleile mit der Zahl C als
Bewertung werden dabei wieder weggelassen; Pfeile, die von einem Knoten zu demselben
Knoten zuriickfithren entsprechen
den Eintrégen auf der Diagonalen
der Matrix (gleiche Zeilen- und Spal-

tennummer). Die Abbildung rechts, 0 3 0 2
die einen bewerteten und gerichteten 6 % 0 0 -3—
Graphen mit 4 Knoten und die zu- 1 -21- 07
gehorige Verflechtungsmatrix zeigt, 0 0 4 6

sollte klar machen, wie die Informa-
tion in dem Graphen kodiert ist.
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Einige konkrete dkonomische Situationen, in denen die interessierenden Zusammenhinge
durch Verflechtungsmatrizen beschrieben werden konnen, sind folgende:

1) Transportmatrix: — Ankunftsorte

@ G113 f1z ... Qn
@ €31 Gaz ... gy

@ el Qe s O

Absendeorte —

Der Eintrag a;; gibt hier die Kosten fiir den Versand einer Mengeneinheit vom Absendeort
@ zum Ankunftsort an.

2) Produktionsmatrix: e — Endprodukte bzw.
Zwischenprodukte
@ i1 Tz r Tln
@ ar oz oov Top
@ Tmi Tm2 o Fmn
Rohstoffe bzw. —

Vorprodukte

Hier gibt der Eintrag v;; den Verbrauch von Mengeneinheiten des Rohstoffs @ fiir die
Herstellung einer Einheit des Produkts an (Rohstoffverbrauchskoeffizient) bzw. den

Verbrauch von Mengeneinheiten des Vorprodukts @ fiir die Herstellung einer Einheit
des Endprodukts ( Produktionskoeffizient).

3) Produktionskostenmatrix:

+ Produktionsanlagen

O ki ke oo
O

@ kml km2 kmn

Produkte )

Diese Matrix ist von Interesse, wenn man Produkte auf verschiedenen Produktionsanla-
gen mit unterschiedlichen Kosten fertigen kann. Der Eintrag k;; gibt dann die Kosten (in

Geldeinheiten) fiir die Produktion einer Mengeneinheit des Produkts @ auf der Produk-
tionsanlage an.
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4) Innerbetriebliche Leistungsverrechnung: Hier stehen die einzeinen Kostenstellen
des Betriebs an den Zeilen und an den Spalten der Matrix, die Matrix ist also quadratisch.

@ @ @ «— abgebende

@ Kostenstelle

a1y Giz ... Qin

@ o1 g2 ... Oz
@ p1 Up2 - fpg

empfangende .|
Kostenstelle

Der Eintrag a;; gibt hier die bei der Kostenstelle @ empfangene Leistung der Kosten-
stelle @ an (in Leistungseinheiten). Die Diagonaleinirége a; beschreiben also die von
der Kostenstelle erbrachte und dort, selbst verbrauchte Eigenleistung. Zum innerbe-

triehlichen Kostenausgleich muss man die erbrachten Leistungen mit Verrechnungspreisen
bewerten — dazu spéter mehr. ‘

5) Volkswirtschaftliche Verflechtungsmatrix:

@ @ @ « Industriezweige {eines

@ Wirtschaftssektors)

a1 a1z ... Qin

gy Qoo ... U2p

@ Unl Qn2 .. Oan
Industriezweige (eines I

Wirtschaftssektors)

Der Eintrag a,; in dieser quadratischen Matrix beschreibt den Verbrauch von Output-
Finheiten des i-ten Industriezweigs durch den j-ten Industriezweig.

6) Marktforschung, Ubergangsmatrix:

@ @ @ +— konkurrierende Produkte

(z.B. Waschmittel)
@ Din Pz -« Pin

@ Tax P22 ... Pon
@ Pnl Pn2 ¢ Pan

konkurrierende Produkte ]

Hier ist p;; der Anteil der Kunden des i-ten Produkts, die im Beobachtungszeitraum zum
Produkt @ gewechselt sind (i#j) bzw. die dem Produkt @ treu geblieben sind (4==7}.



Kap. 8, Abschnitt 3.2 119

Die Eintrdge in der i-ten Zeile geben also die vollstéindige Aufteilung des Kundenkreises
von Produkt @ zu Beginn des Beobachtungszeitraums auf die konkurrierenden Produkte
am Ende dieses Zeitraums an. Dabei werden die Anteile in 100 % der jeweiligen Kunden-
zahl angegeben. Insbesondere sind also alle Eintrage Zahlen im Intervall [0,1], und die
Eintrige einer jeden Zeile addieren sich zu 1. Man sagt, dass die Zeilensummen 37, pi;
alle den Wert 1 haben (fir 7 = 1...n), und nennt Matrizen mit dieser Eigenschaft sto-
chastische Matrizen, weil die Eintrage p;; einer jeden Zeile als Wahrscheinlichkeiten
interpretiert werden kémnen (hier die Wahrscheinlichkeiten fir einen Wechsel vom i-ten
zum j-ten Produkt bzw. im Fall 7 == j fir das Verbleiben beim ¢-ten Produkt}, die sich
zur Gesamtwahrscheinlichkeit 1 addieren. Haben auch alle Spaltensummen ", p;
den Wert 1 (fur j = 1. n), so liegt eine sog. doppelt-stochastische Matrix vor; das
ist aber in der hier beschriebenen Situation im Aligemeinen nicht der Fall.

7) Hiufigkeitsmatrix, Wahrscheinlichkeitstheorie: Beobachtet werden bei einem
Produkttyp zwei Merkmale A (2.B. Preis) und B (z.B. Qualitét), die in unterschiedlichen
Auspragungen / Abstufungen e ,@ bei A und ,. ..\l n| bei B auftreten. Dann
interessiert die Haufigkeit p;; (in 100 %), mit der das Merkmal A in der Ausprigung
simultan mit dem Merkmal B ir der Ausprigung auftritt. Man kann auch sagen, dass
pi; € [0,1] die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieser Konstellation angibt. Die p;;
sind die Eintrige der m x n—Matrix

. + Ausprégungen
: von Merkmal B
@ P11 Pz - Din
@ Par Pz .0 DPon
@ Pml Pmz v Pma
-

Auspragungen
von Merkmal 4

Hier ist offenbar die Summe aller Matrixeintrige

SN py = 1

i=1 j=1
denn diese Summe ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Produkt mit irgendeiner
Auspragung des Merkmals A und mit irgendeiner Auspriagung des Merkmals B auftritt.
(Natiirlich ist dabei vorausgesetzt, dass jedes betrachtete Produkt die Merkmale 4 und
B in einer der erfassten Auspragungen aufweist.) -]

Diese Beispiele fiir das Auftreten von Matrizen bei der Beschreibung von Abhéngigkeiten
zwischen dkonemischen GréBen lieflen sich noch weiter fortsetzen. Es handelt sich dabei
im Grunde immer nur um die Darstellung eines komplexen Skonomischen Beziechungs-
geflechts durch eine tibersichtliche Tabelle, also ein rechteckiges Zahlenschema. Natiirlich
hilft das noch nicht viel bei der Lisung von Problemen, die sich im konomischen Kontext
stellen. Es kommt vielmehr darauf an, einen Kalkiil, also ein Rechenverfahren, fiir Ma-
trizen zu entwickeln, mit dem man dann die Skonomisch relevanten Probleme auch losen
kann. In vielen Fallen lassen sich diese Problemstellungen als lineare Gleichungssysteme
formulieren, und solche Gleichungssysteme lassen sich mit einfachen Matrixoperationen
tatséchlich l6sen, wie wir im nichsten Abschnitt sehen werden.



